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Kapitel L 
Bon der Natur der Differenzialgleihungen, durch welche Funec⸗ 
tionen zweyer Veränderlichen beftimmt werden, . 

im Allgemeinen. 


! 


Aufgabe ı 
$. i. I an z irgend eine Sunction der beyden 
Veränderlihen x und y bezeichnet, die Natur jener 
Differenzialgleihung zu beflimmen, durd welde die 
zwifhen den Differenzialien dx, dy und dz Statt. 
findende Relation ausgedrudt wird. 


Auflöfung 


Pdx+-Qdy+ Rdz=o 

die Gleichung, welche die Beziehung der Differenzialien dx, dy und 
dz ausdrüdt, und in welder P, Q und R was immer für Func⸗ 
tionen von x, y und z ſeyn mögen. 


Sey 


ı * 


— Zoo mm 


——— 


Erftlich iſt erforderlich, daß diefe Gleichung entftanden fen durch 
die Differenziation irgend einer endlichen Sleihung, nachdem man 
das Differenziale durch irgend eine Größe dividirt hat. Es wird alfo 
. einen Multiplicator, 5.8. M geben, durd welchen die Formel 

Pdx »- Qdy + Rdz 

integrabel gemacht wird; denn,-würde fein folder Factor vorhanden 
feyn, fo'wäre die vorgelegte Differenzialgleihung abfurd, und hätte 
durchaus Feine Bedeutung. Es kömmt alfo Tediglich darauf an, das 
Merkmahl anzugeben, durch welches ſolche abfurde und nichtöfegende: 
Differenzialgleihungen von den reellen unterfchieden werden fönnen. 
Zu diefem Zwede betrachten wir die vorgelegte aus 

Pdx -Qdy+ Rd = 
als reell. Een M der Factor, durch welchen ſi ie e integrabel gemacht 
wird , ſo daß alſo die Formel 

MPdx + MQdy 4 MRdz 

wirklich das Differenziale irgend einer Function der drey Veränder⸗ 
lichen x, yundzifl. Setzen wir dieſe Function =V, fo wird die 
Gleichung V=Const. das vollftändige Integrale unferer Gleichung feyn. 
Mag demnach x oder y oder z als unveränderlich ‚betrachtet werden, 
fo muß jeder der Ausdrüde: 
MQdy-- MRdz; MRdz + MPdx; MPdx + MQdy. 
für fi) integrabel feyn. Mean wird daher der Natur der Differey- 
‚zialien gemäß erhalten: 


a) - (= 
( un) _ Ci 2) = oo: 


(—- M.T SL 


und hieraus, ergeben fi), durch etliche Entwickelung, folgende brey 
Gleichungen : 


Gt) (2) = 
| ILM ) 43 (Z)-u 2 De 
)trle = (= 


⸗ 























\ Multiplieirt man die erfte dieſer Gleichungen durch P, die zweyte 
durch Q und die, dritte Durch R, fo werden ſich in der Summe derſel⸗ 


ben alle Differenzialien,von M aufheben, und die ubrigen lieder ducch 
M dividirt folgende Gleiyung darftellen : 


42 
(a) DEXIe =) 2 Yin Te 3) 
A\ _ 
— R (& 0, 
welche das Kennzeichen enthält, durd) welches die reellen Diffetenzial: 
gleichungen von den abfurden ſich unterfchgiden, und fo, oft-ztgifcheft 


4 


deun .Größen P, Q, R diefe Bedingungsgleihung Statt findet, iſt 


die vorgelegte Differenzialgleichung 

Pdx + Qdy-- Rdz= 0 
reell. Übrigens muß hier bemerft werden, daß ein ſolcher, im Klam: 
mern eingeſchloſſener Ausdruck 2) den Werth von = bezeichit, 


wenn bey der Diffevenziation von Q bloß z als veränberlih behandelt 
‚wird. Eben dieß gilt auch von den übrigen Ausdrüden, welche oil 
immer rauf endliche Ausdrüce surüchgefüpet werben. 


on 8 uſatz ı. 
$. 2. Iſt demnach die Differenzialgleihung zwiſchen drey Ger: 


änderlichen 
. Pdx+ddy+ Rd=o 
gegeben, fo hat man vor Allem darauf zu fehen, ob das aufgefundene 


‚ Kennzeichen Statt findet, oder nicht. Im erfteren Falle ift die Glei- 


„hung reell, im letztern aber abfurd und bedeutungslod, und die Auf- 
‚ Töfung irgend eines Problemes kann nie auf eine ſolche Gleichung 


führen. | | ee 
.sufe 2. — 

g 3. Das aufgefundene Kennzeichen laͤßt ſich auch auf fotgende 
Deife darftellen: 


(ze) + (Aitzerte) + (Aerzte) ne 


wenn die Klammern nicht auf die endlichen Größen. bezogen werden, 


fondern "bloß die Differenziation auf eine beſtimmte Weränderliche 
befchränfen. | | 


zu (0 im 


3ufag 3 
s. A. Wenn diefe Gleichung, welche ben Charafter der Realität 


befigt, auf ähnliche Art durch PQR dividirt wird, fo wird fie ſol⸗ 
gende Form annehmen: 


welche man auch fo ausdruͤcken kann: 


IE 


Anmerfung ı. 

$. 5. So wie nun alle Differenzialgleichungen zwiſchen zwey 
veränderlihen Größen immer reell find, und durch diefelben immer 
eine gewilfe Relation zwifchen den Veränderlichen felbft beftinnmt wird, 
eben fo Iernen wir hieraus, daß fih die Sache ganz anders. verhalte bey 
Differenzialgleichungen mit drey veränderlichen Größen, und daß die 
Bleihungen von der Form 

Pdx + Qdy + Rdz =0 ,, | 

feine beftimmte Relation zwifchen den endlichen Größen x, yund z 
feftfegen, wenn die Größen P, Q, Rnidt fo befchaffen find, dag 
das gefundene Merfmahl Statt findet. Es Teuchtet hieraus ein, daß 
unendlich viele folhe Differenzialgleichungen zwifchen drey Veraͤnder⸗ 
lichen vorgelegt werden koͤnnen, welchen durchaus Feine endliche Relation 
entfpricht, and die daher Feine Bedeutung haben, Es Fönnen naͤmlich 
nach Belieben ſolche Gleichungen gehildet werden, die keinem beſtimm⸗ 
ten Zwecke angemeſſen ſind; denn jedes beſtimmte Problem, welches 
auf eine Differenzialgleichung zwiſchen drey Veraͤnderlichen führt, muß 
nothwendig die angegebene Eigenſchaft beſitzen, weil es ſonſt durchaus 
keine Bedeutung haͤtte. Eine ſolche nichtsſagende Gleichung iſt z. B. 
zdx + xdy + ydz = o, und es laͤßt ſich für z feine Function 
von x und y denfen, welche diefer Gleichung Genüge leiſtet; denn 
gibt auch unfer Merkmahl für diefes Benfpiel den Ausdrud 


— x — y—z, 


ſo zeigt er dennoch, weil er nicht verſchwindet, die Abſurditaͤt jener 
Gleichung. 


— 7 


Anmerftung % ne 
$. 6. Um das aufgefundene Merkmahl leichter auf alle vorgelegten 
Fälle anwenden zu Fönnen, beflimme man zuerft aus der Gleichung ° 
Pdx + Qdy -Rdz=o 


2) - (9) =". 
5656 
= 


ſo wird unfer Kennzeichen in folgendem Ausdrude enthalten feyn: 

LP+-MQ-+ NR. | 

Verſchwindet dieſer Ausdruck, ſo wird die vorgelegte Gleichung 

reell ſeyn, und irgend einer endlichen Gleichung entſprechen; ver⸗ 

ſchwindet aber jener Ausdruck nicht, ſo wird die vorgelegte Gleichung 

abſurd, und an ihre Integration nicht einmahl zu denken ſeyn. So 
wird man in dem oben angeführten Beyſpiele erhalten: 

P=s23 0=: R=y; 


folgende Werthe: 


alfo: 


=—1; M=—ı und N--— 1, 
und daher zeigt das Kennzeichen — x — y — z die Abfurdität an. 
Nun wollen wir aber auch ein in Beyſpiel einer reellen Gleichung an⸗ 
führen. Sey 
dx ꝙ +-nyz +2) — x(y+nz)dy — ızdz = 0; 
weil bier | 
=y”"rıy+ 2; Q=—ıy — nxz md R=—xs 
ift, fo wird man erhalten: 
L= —ınx; M=— d3z—ny und N=37 + 202, 
alfo 
LP+MQ+-NR= 
_—nx(f-toyztz)te(ypins)@etay)—xz(y-tanz) 
= x (—ny?—n?yz—n2?--3y2-4- 3n2?--ny?-4-n?yz—3yz—2n2’)— . 
Da alfo hier der Bedingungsausdrud' verfhwindet, fo iſt dieſe 
Differenzialgleichung für reell anzuſehen. Eben ſo wenn die Gleichung 


2dxy +) EBä ä ο— 


eb — 
gegeben ift, wird, weil 
reaytas Qmxrt3y +28; R=r+ty 
if f 
L=3—ı=ı; M=ı— 3=—ı m N=2—ı=1ı, 
und daher 


LP+MQ+HNR=ayta2—r—3y— sz-t- x ıtyY=0 
folglich) wird jene Differenzialgleihüng reell feyn. 


Aufgäbe a. 


7. Wenn eine Differenzialgleihung zwiſchen 
den drey Veränderlihenx, y, z gegeben ift, und Rea— 
lität bat, das Sntegrale derfelben aufzufinden, d a⸗ 
mit man erbenne, was für eine Function die eine Ver⸗ 
anderliche von den übrigen ſey. 


‚UAuflöftung 
Sey gegeben: die Differenzialgleigung 


Pdx + Qdy 1 Rd = 0, 

bey welcher die Größen P, Q, RA -folde Functionen von x, y, z ſeyn 
ſollen, daß der früher gefundene Chaxakter der Realität Genüge leiſtet; 
denn wenn dieſe ©leihung nicht reell wäre, fo würde ed lächerlich, feyn, 
die Integration derfelben zu verfuchen. Nehmen wir alfo an, dieſe 
Gleichung ſey reell, fo wird es zwifchen den Größen x, y und z Äts 
gend eine Relation geben, welche der vorgelegten Gleichung Geniige 
leitet; um nun diefe aufzufinden, erwäge man, daß, wenn in der 
Sintegralgleichung eine der Veränderlihen, 4.8. z als unveränderlich 
gngefehen wird, aus dem Differenziale derfelben, fo bald es — 0 
geſetzt wird, folgende Gleichung entſtehen müſſe: 
Pdx + Qdy=o, 
Wird alfo umgekehrt eine Veränderlihe, nämlich z als conftant 
behandelt, fo wird die Integration der Differenzialgleichung 

 Pdx + Qdy=o, 
welche nur zwey Veränderliche enthält, auf bie gefuchte Sntegrafglei 
‚dung führen, wenn nur die conflante Größe, welche durch die Intes 
gration eingeführt wird, den wahren Werth von z erhält. Hieraus 


; — o — 


folgern wir nun folgende Regel für die Integration der vorgelegten 
Bleichung. 

Man betrachte eine der Veraͤnderlichen, nämlich z als conſtaut, 
damit man die Gleichung 

Pdx - + Qd  y=o 

bloß zwifchen zwey Weränderlichen x und y erhalte, dann ſuche man 
die vollſtaͤndige Integralgleichung derſelben, welche demnach eine will⸗ 
kürliche Conſtante C enthalten wird; ferner betrachte man dieſe Con⸗ 
ſtante C als irgend eine Zunction von z, fehe nun auch z als verän» 
derlid an, und differenzire die gefundene Sntegralgleihung von Neuem, 
fo daß nun die drey Srößen.x, y und z ald variabel behandelt wer- 
den, und vergleidie die refultirende Differenzialgleichung mit der vor- 
gelegten Pdx + Qdy-HRdz=o, wo ſich zwar die Functionen 
pP und Q von felbjt ergeben werden; die Zunction R aber, verglichen 
mit jener Größe, welche das Element dz enthält, das Werhältniß 
beftimmen wird, in welchem die Größe z zur Conftanten G flieht, und 
fo wird man die gefuchte Integralgleihung erhalten, welche zugleich 
vollſtaͤndig feyn wird, da in derfelben immer ein gewiller unveränder= 
licher Theil der Größe C wirflich unferer Willfür überlaffen bleibt, in= 
dem diefe Beſtimmung aus dem Differenziale von © felbft abgeleitet 
werden muß. 


. | Zuſ a ß 1. 
F. 8. Es wird alſo die Integration ſolcher Differenzlalgleichun⸗ 
‚gen mit drey veraͤnderlichen Größen auf die Integration den Differen: 
zialgleichungen mit zwey Weränderlichen zurüdgeführt, die alfo, fo oft 
ed möglich ift, nach den im vorigen Buche ‚gelehrten Methoden auszu⸗ 
führen if. 


Bufag a. 0 
$. 9. Diefe Integration Täßt ſich alfo auf dreyerley Art ausfüh: 
ren, je nachdem entweder z oder y oder x als conftant betrachtet wird; 
immer aber muß diefelbe Integralgleihung zum Vorſchein Fommen, 
wenn die Differengiolgleichung reell ſeyn fol. 


3ufaß 3, 
ge 10. Wenn diefe Methode bey einer unmöglichen Differenzial: 
gleihung verſucht wird, fo wird man jene Conſtante C nicht fo beſtim⸗ 


— |() um 


‚men koͤnnen, daß fie bloß jene Weränderliche enthält, welche für con» 
ftant angefehen wurde. Auch hieraus ließe fi ich ein Criterium fuͤr die 
Beurtheilung der Realitaͤt ableiten. 


Anmerkung. 


F. 11. Um nun dieſe Rechnung in ein helleres Licht zu ſetzen, 
wollen wir dieſelbe zuerſt anzuwenden ſuchen bey folgender unmoͤgli⸗ 


chen Gleichung: 
zäx-- xdy - ydz = o. 
Wird bier z als conftant betrachtet, fo erhält man 
zdx-xdy=o ode „ir +-dy=o 

und das Integrale hievon ift: 

| zix-y=C, 
wobey C eine Sunction von 2 bezeichnet. Man differenzire alfo diefe 
GSleihung, indem man auch z als veränderli nimmt, und feße 
dC =Ddz, wo D. auch eine Function von 2 allein if, fo wird 
man erhalten: 





== Ddz oder 

zdxt xdy +dz klx - Di) = 0; 
ed müßte alfo ılx— Dı=yoer D=alx— 4 feyn, was abfurd 
ift; ferner führe man in der reellen Gleichung - 

adx(y+2) Hdyct3y+ 2) det )=o 
die oben erflärte Operation auf folgende Art duch. Man betrachte y 
als conftant, fo daß 
2dx 079 + dz(x+-y)=o oder 


ad x dz t 
er ty 
wird, fo ift das Integrale diefer Gleichung: 
ala+y+10+9= 6, 
wo C auch y enthält. Sey alfo dC=Ddy, fo gibt die Differen: 
zidtion, wenn num auch y als veränderlich angefehen wird: 
adx-+ ady dy+dz _ 
777. +7, > Ddy ode 
est) raeiyotDdriyeryrdieeın)= 
=Ddy(k-+y)y +2) 
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Durch Vergleichung dieſes Ausdrucks mit der oben vorgelegten 
Form erhält man D o, alſo DCr=o, und ed wird Cwirklich 
conftant, fo daß das Integrale 

«<+PG+9 = Const. 
wird. Wir wollen alfo einige ſolche Beyſpiele entwideln, 


Pe 


Beyfpiel ı. 
F. 12. Man fuhe'das Integrale folgender reel- 
Ien Differenzialgleihung: 
dx(y-+z2) + dy(x+2) + dz @+n =o 
Zicerſt ift einleuchtend, daß diefe Gleichung reell ſey, weil 
P=y+tz; L=ı-—-ı=o 
Q=x-+3; Mo--ı— 150 
R=xH+ty; N=ı —ı=o0 
Man nehme alfo z conftant, fo wird man die Ofeichung erhalten: 
| xy +) 4 4 642) -0 Ber 


und das zugehoͤrige Integrale iſt: 
Ic+9)+iG+9= To) 
Man fepe alſo 
645)045) 2 2, 
wo die Natur der Function Z aus der Differenziation zu beftimimen if. 
Es wird aber | 
xt) tiyatD)täskcthrtan) az, 
und wenn man von diefer Gleichung die vorgelegte abzieht, fo findet 


man 
2zdz=dZ oder Z= 4 C; 


fo daß alfo die volftändige Integralgleihung folgende ift: 
«+ )y+z2) = 23 + C ode 
xy sz -yz=C. 
Diefe Gleichung läßt ſich zwar aus der vorgelegten 
ydx+-zdx+- xdy-+ zdy-xdz -ydz=o 
sc A. ableiten, da je zwey Glieder mit einander verbunden ‚, integras 
el find. 


— 10 — 
Beyfpiel.e. 


4. 13. Die vollfländige Integrälgleihung fotgen 
der reellen Differenzialgleihung za finden: 


dx(ay — -bz) + dy (es - — ax) + dz (bx — cy) = 0. 
Die Realität diefer Steigung” "wird auf folgende Art 'nadje 
gewiefen: Da 
Psay— ba, ſe wird L 20 ., 
Q — ax, Me ab 
‚Rmbx- ey» N= 22;, 
folglich iſt offenbas . ” . 
F 
Nun nehme manız.conflant, fo daß 


dx 4 = 0, alſo ui 12 — :bz = @ 





hr ax: ay.— be- 
wird; man feße. alfo - oo a0,” 
a y—bz _ | 
‚I eZz, 
Cz — ax. 
fo erhält man durch Differenziation:, . 


— (ey Bm Hadner en ch eds Een _ az, 


(cz — ax)? 
und durch Vergleichung dieſes Ausdrucks mit der vorgelegten Gleichung 
wird dZ = o un, Z = C, [0 daß man folgende vollſtaͤndige Inte⸗ 
gralgleichumg erhält: 


—— oder ay 4 nax = &-tne: 2. 


cz ax 
Nimmt man für die Integralgleichung den Ausdruck 
| Ax+-By+-Clzoo 
fo müßten diefe Eonftanten fo beſchaffen feyn, daß 
Ac + Bb-+Cı=o 
wird, und fo wird die, willfürliche Conftante in einer eleganteren Form 
in Rechnung gebracht. 


Zufes. 
$. 14. Diefe Gleichung wird alfo integrabel gemacht, wenn 
man diefelbe durch (cz — ax)? dividirt, und aus demfelben Grunde 


1 —— 
erreicht marfeben diefen Zweck durch die Diviforen 
| (ay — bez? und (bx — eyy. 
Denn dem Integrale zu Solge ‚haben diefe Diviforen ein beftän- 
diges Verhaͤltniß zu einander, denn wenn — n geſetzt wird, 
fo wird man erhalten: WW 





— bıocy  —bmne und bx—.cy bone | 
cz —ax a ‚ay-bz na: 
Beyfpiel 3. . 


$ 15. Die vollftändige Integralgleichung der 

reellen Differenzialgleichung 
B————— 
zu beſtimmen. 

Die Nealität dieſer Gleichung erhellt daraus, "weil 

P=y7’+y2 + 
Q 22 xız x 
R=rt - ıy- y% 


L=22 -ı _ x— ıy) = 
’"Mm=m2xı+-y—y— 2zm=2(x—2z) 
‚N=2yt+z— z — 2ı= 
it, und dahem wird ‚ 
. N . 

LP+MQ+NR=2@—P)+2(@— 2) 2y—)=o, 

Um nun das Integrale zu finden, nehme man’z als unveränder- 
lich, fo wird mau erhalten: ' . 

dx | dy 

Ere fertigen 


und das Integrale hiervon ift: | — | | _ 


alfo | 











zya mertng. I 45 arc. tang. ne =f(a), 
welche Gleichung durch Verbindung dieſer aincbeve ubergehe in, 
folgende: va Ä | 
N zy5 WE. tang. = . 
Man ſetze alſo 
ız yz + xy — zZ, 


a2 Lız ya —ıy 7 


. 


— 15 wm 


differenzire dieſe Gleihung, indem man alle deey Größen x, y, = als 
- veränderlicdy anfieht, fo wird man erhalten: 
azdz(? Fyz + x) F3zdy( >Jıs + 
— 3ıdz (? + yz + y2) — ayds (»? - ız + 9) 
(32? — ız +— yz — ıy)? 
weil aber der vorgelegten Gleichung zu Folge 
ds? -yz+ 22) + dy(+xz + - dz (X +xy-+-Y’) 
it, fo wird man duch Subflitution finden : 
— 2r.dz(xz?--ıy + y?) — 21dz (z2?+ ys + y?) — ayds (22-2 + x?) 
(22? > ız + yz — ıy)? 


** dZ, 


—=dZ 
oder 
„m 3dz (22 + xz? + y2z + yz? + 1?y + xy? --3xyz) — dZ, 
(22 + ız + yz — ıy)? 
weldhe Gleihung folgende Form annimmt: 
— 2ds(x+Fy+tD(@y+xız +y>) 


G2 +12 + y2 — ıyJ% = 12. 


. x . . 

Bel aber Z= — iſt, ſo wird man 
erhalten: 

— :ıZi2ds(xs--y- z) 

— 

—dZ 24-6—47 —29 


Es muß alſo nothwendig auch — bloß eine Fune⸗ 


— dZ, oder 


tion von z feyn, welche wir durch = bezeichnen wollen, fo daß 
, | dz __ ada 
‘ mn 


wird. Allein die ganze Rechnung ift bloß von der Form der Function 
2 abbangis, und kann auf folgende Art ausgeführt werden. Da 
zo tt: | 
322- ız -yz—ıy 
y. A fo wird man finden 
— 222 -axz + 2yz ’ . 
Ze ser foglich 
ı+Z _2z «+y-+2) 
.: 2 — ıyfpxız2 + yz’ 





— 15 een 


Mit Hülfe dieſes Werthes werden die Groͤßen x und y aus der 
Differenzialgleichung weggeſchafft, und es wird 
dz s@+ty+tN _ 9, ı +2 


— — — dz. — —2 


72 -xy+tız + yz 77* 





alfo 
— dz dz — dz dz 
ine tn 
(+2) zZ 2 ı +Z 


folglich durch Integration 
Z 
lz= (7) 4 1a, 


alſo 





* == n und Z = 
Z a 2 — 
ſo daß demnach die geſuchte Integralgleichung iſt: 

a xy ız +yz 

\ 2 — a 222 - xz - yz — xy 

, sytız+y=ı(c+ty+t2, 
welche höchft einfache Form fich fogleich aus der Gleichung 
az hy+D) _ı+72 _2 | _ 
ıy-ız + yz — 2 a 
ergibt. N 
Zuſa tz. 

$. 16. Da das vollſtaͤndige Integrale der vorgelegten Gleichung 

‚xy+xsz+yz=a(x+y+2 oe 

ıy-ız -Lyn __ , 

— — * Conꝛt: 

iſt, ſo muß ſich hieraus, wie man ſieht, durch Differenziation auch die 

vorgelegte Gleichung ſelbſt ergeben. Es erhellt demnach, daß die vor⸗ 

gelegte Gleichung integrabel gemacht werde, wenn man ſie dividirt 


durch (x y 2) oder auch durch (xy+-xz -4 123. 


Anmerkung. 

»9. 17. Aus dieſem Beyſpiele erſieht man nun, daß die Beſtim— 
mung jener Function, welche durch Integration eingeführt wurde, be⸗ 
deutenden Schwierigkeiten unterliege, und wir haben hier die Function 
Z nicht ohne Umfchweife gefunden; allein jene Unterſuchung hätte ſich 
auch hier weit Teichter ausführen laſſen, denn da wir 





oder 


— 70 mm 





arts 

32° > xz + y2 — ıy 2=1() 
gefunden haben, fo hätten wir dieſen Ausdruck felbft fogleich in einer 
fchönern Form darſtellen können, weil naͤmlich 


ı 932 - ı2z -yz— ıy 
zZ ıy+ız + yz 


ift, fo wird man erhalten: 
ı _22&+y+2 
47 — 
undsdaher 





ıy+tsatye, azg 
ı+yTrz =; Fz-i@® 
Verlaſſen wir alfo die Function Z und fegen fogleich 
| ytıetys sog 
bıxt+-yt = @, 
fo wird, wenn die Differenzialien genommen werden, für fich einleuch⸗ 
ten, dag d 0, alfo Z= Const. werde. Diefe Aufgabe laͤßt 
fih noch leichter auflöfen, wenn auch y conflant genommen, und. 
da8 Integrale genommen wird, denn dann kömmt man auf ähnliche: 
Weiſe auf folgende Gleichung: | 
sy+ts82ztyJ2 _ yw_g 
s+y+t:2% 0). 
Da nun dieſer Ausdruck ſowohl eine Function von z als von y 
fern muß, fo ift derfelbe nothwendig eine conftante Größe, und man 
erhält deßhalb die vollftändige Integrafgleichung “ 


bBrtz2+p=e@Hrt+2 


Beyfpyieln 
$. 18. Die vollftändige Integralgleihung aufzu— 
finden, welche der reellen Differenzialgleihung 





- P-r)=o 


d2(@® +7) — 2dy + zda(ly—) + 
sugebört, 


Die Realität diefer Gleichung laͤßt fich auf folgende Art nach: 
weifen: 


ey 
— 17 — 

Kom PA — y? + ze wird man erhalten L=—32—.— 
‚» =: z’ -»p » Mo 32,02 = 
3 R=20-)+4-—r) » N=-ıy, 

und daher verfchwindet nach gehöriger Rechnung der Ausdrud 

ze. LP--MQ -+ NR. 

Segen wir nun z conftant, fo erhalten wir folgende Gleichung : 
| dx (x? — y„”? 4 2) — ztdy=o, | 
deren Sntegration nicht befannt wäre, wenn wir nicht fehen wurden, 
dag y=x derfelben als particuläre Auflöfung Genüge leiſtet. Setzen 


wir dr yax-t =, fo werden wir das vollftändige Integrale hier: 


. aus entwideln Fönnen, denn es wird 








f.- ax m“ ni 
(= - = -5 + 
alfo 
3xvdk 


ze 


welche Gleichung mit e multiplicirt, das Integrale 


— 12 — 12 


ee" v=/e" dx + f(z) 
gibt, wobey zu bemerken ift, daß bey der Integratiou der Formel 


Se" dx ‚ bie Größe z als conftant betrachtet werde, und dag v= - _ . 
ſey, ſo daß man erhält: 





fe dx == 


+z 


Wenn wie nun dieſe Biden Bifferenjicen wollen, indem wir 
auch s als veränderlich anfehen, fo biethet fich hier die Schwierigfeit 


dar, wie man das Differenziale der Größe fe“ dx, welches aud 
der Veränderlichfeit von z entfpringt, beflimmen müffe. Man muß 
fi) alfo aus den erften Principien erinnern, daß wenn 
aV = Sdx + Ydz 
Euler's Integralrechnung. II. 8». 2 





— : 18 — ER 


' iR, Bi Steihung Statt finde (7 -) = @ J und daher, wein ’ 


z eonfant genommen wird, T= /dx 45 u Ze 


er "». 
.. Nun ift in unferem Falle . ur 
S=me" dd V= = fe a dx; 2 
. wenn z conftant genommen wird, daher ift * 
| ds — — ax? 
dz/ — e 2’ 


 alfo 


Es ift daher das vollftändige Differenziale der Größe fe. dx, . 
welches aus der gleichritigen Veraͤnderlichkeit von x und z entſtehta 


=» _» 
4 
ee 





og dx, 





und diefem muß das Differenziale des andern zen 5 =+ 2, 
nämlich 
== a2dz 2?dy + z2dx —— 
en $ Zend} (x)? * 2(y— +32. 


gleich feyn. Es macht aber die Integralformel /e =". y2de ‚in wel- . 
her z als unveränderlich genommen ift, noch Schwierigkeit; fi fie läßt 


fid) aber auf den erftern Ausdrud /e =" dx zurückführen, wenn man 


Se =" wdımAe" x +Bfe” :® dx 
fest; denn wenn bloß x als veränderlich angefehen wird, erhält man 
durch Differenziation: | 
| xtdx— Adx _ 2 4 Bir, 
af nn 
A=—;t md B — A— 322, 
ſo daß 


— 10: — 
Se" z2dx=— te" x zen “dx 
wird. Da bemnad) 


+‘ — 6 232 22 





iſt, ſo wird man erhalten: 
= TE 
_ Se: tdr=s — !e xZ + on tr Ze 
Nach gehöriger Eubftitution wird demnach folgende Differenzial- 
gleichung entftehen: 
— ıdz .dz 2dz 
e ( dx — = + ) — =. 


y—ı 








em (ee _ 22 dy + z22dx _ ade, a12dz +dZ, 





y—-ı (1) ' yo)? y—x 4,09 
welche in, folgende Form übergeht: u 
em (de0 +9 _ ir | Air _ zde _ x(yHr)de 
y—xı vr: ° N? y—x 2(y— 3) / 


zaz — Zds 
z 


oder 
Fer xdz 
rue x ( — x? — 22) +2?dy—z2dz(y—x)— n (vr) ] 
zdz —Zdr 
nn — — 
2 

Vergleicht man dieſe Gleichung mit der vorgelegten, ſo leuchtet 

ein daß 





zdz — Zdz=o oder 2 
ſeyn müffe, fo daß alſo das vollſtaͤndige — * vorgelegten 
Gleichung folgendes iſt: 


Se dem ** —— a2, 
wenn man naͤmlich in bein Intehralausdenae fe" dx die , Größe 
z als conftant betrachtet. 





2 * 


— 20 m 


zufeag 
G. 19. Die rer Gleichung wird alfo integrabel gemacht, 


wenn man fie dur ——— — mr nn multiplicirt, und dann ift das In⸗ 
tegrale die gefundene Gleichung ſelbſt. 


“ 


Anmerfung 


$ 20. Diefed Beyſpiel ift vorzüglich merfwürdig, weil wir bey 
der Auflöfung deöfelben einige Kunftgriffe zu Hulfe nehmen mußten, 
die wir bey den vorhergehenden nicht nöthig hatten. Allein der Aus» 
druck Se " dx ſcheint das Integrale nicht beftimmt genug darzuftels 
len. Denn wenn in demfelben 2. conftant genonimen wird, fo wird 
die bey der Integration einzuführende Conftante durch nz nicht bes 
ſtimmt, wenigftend wenn dad Gefeg nicht angegeben wird, nad) wels 
chem das Integrale fe ** dx genommen werden muß. Ob es 'alſo 
für zo verfchwinden fol, oder auf irgend eine andere Weife zu 
beftimmen ſey? Diefer Zweifel wird aber befeitigt werden, wenn wir 
Die gefundene Sleichung durch z ae fo daß der Integralaus: 


— 129 


—d 
druck übergeht in fe * —. Da hier © — —d. - ift, fo ift ein« 
leuchtend, DB derfelbe irgend eine Function von - bezeichne, und, 


daß wenn - — geſetzt wird, unſere Jategtalglei hung ſeyn werde: 


} 





fer "dp + Const. men. , 
— 1 

und fo bat jene Bedingung, nach welcher in dem Integralausbrude 

die Größe z ald unveränderlich anzufehen war, ferner nicht mehr 

Statt, fondern das Integrale wird eben fo beftiimmt, als enthielte 

‚ die Gleichung bloß zwey veränderlihe Größen. Hätten wir dieſen 


Umſtand erwogen, fo würde das vollftändige Differenziale der Formel 


fe ax, wegen der Veraͤnderlichkeit von x und z, Feine Schwierig⸗ 
keiten gemacht haben. Denn wenn wir auf die Gleichung 


460 


| fe * dx =e” 





IX 


u 9) — 
tommen ; “fa muſſen wir fie auf folgende Art darflellene " = 


+ zZ 


Da nun bier in dem Integralausdrucke auch z als veränderlich 
erfheint, fo wird man, durch Differenziation deöfelben, wenn x, y 
und z fämmtlich als veränderlidy genommen werben, "erhalten: 


- 





—— dr — x — 
22 — —** a? o—_ a® 
Je z Je” d .=e y m 


——/dx ıdz 
DR „il re .ın j . , & ! 22 


ı#$ 9. Pa . 





dı—zdy axdx + s12dz 
=e* (— — —— 4 + 
— * + y— 1)? 2(y—»)- “Un +iz 
oder 35 7 2 


ñ— — 


Acly-tx) de" zdy durtn_ Zu 
e ——— org gen jo 2, 


welche Gleichung fi ich auf folgende Sorm bringen läßt: u 


cẽ — 2 E 4 dZz, 


—— erhellt, daß dZ=o und Z — Const. Tom müfle und, ‚8 
kömmt die vorhin gefundene Iutegralgleichung zum Vorſchein. 








Anmerkung 2. 


$. 21. Daßſelbe Integrale würde man auch erhalten haben, 
wenn man ſtatt 2 eine der beyden andern Reränderlichen x oder y als 
conitant angenommen hätte; wobey im Allgemeinen zu bemerkem iſt, 
daß, wenn eine Gleichung von der Form | 

Pdx-+ Qdyı+ Rdz=o 

fich auflöfen Täge wenn z conftant genommen wird, auch die Auflöfung 
gelingen müffe, welche der drey Veränderlichen man auch ald unvers 
änderlich anfehen: mag, obgleich dieß bisweilen nicht fo Teicht in die 
Augen fält. Wenn in der vorgelegten Gleichung y als unveränderlid 
betrachtet wird, fo.wird man folgende Gleichung aufzulöfen haben: 


g@+2lp)— ea Te N 
und da diefe durch die Multiplication mit z übergeht in die Gteigung: 
@dx- — xdz) (& + z— y) +yzs:de=o, 


— 02 zum 
fo fieht man leicht, daß diefelbe vereinfacht werde, wenn man xt 
febt ; denn weil 
zdx — xdz = z!dp 
it, fo wird man dann erhalten: | 
.dp (p* = + 2: — y:) + ydı = = 0. 
Sey ferner 2 qy, fo wird man finden:.. 
ee rt — ) 4 d9 0, 
und da dieſer Gleichung die Subſtitution q — Genuͤge leiſtet, 


ſetze man q = + = und man wird erhalten: 


nl +E +4+4+53)-3-5=° 
oder 


dp@pr+p+artp—pirm=o 
oder | 


ı Erd J 
Multiplieirt man dieſe Gleichung mit * e- p° und integt 
Bari, fo ergibt ſi ſich 
—p — JE .dp 
"p — — — 
e * Se? — 


Es iſt aber 
7 a | 
Fr fe- ? Fe mr 2/fe-?*’dp, 
und daher 
r 1 
— ?? — _ — — 9? 
e p: + =) = je ? dp. 
Weil nun- | 
-! m l-!_:_.:2eEN 
x xy 


ziſt, fo wird man erhalten: | 
xy r yz r ı 2 
65 "tr; xy’ 


und d daher wird unſere Integralgleichung ſeyn: 


ro 





mm CO) mn 


WVergleicht man dad Differenziale diefee Sleichung, indem man 
auch y als veränderlich anfieht, mit der vorgelegten Gleichung, fo er⸗ 
gibt fi) das obige Integrale £ (y) = Const.. 

Da in diefen Benfpielen die Veränderlichen x, y und z durchaus 
diefelben Dimenfionen haben, fo will ich nun die allgemeine Methode, 
ſolche Gleichungen zu behandeln, aus einander fegen. 


Aufgabe 3 | 
$. 22. Wenn in der Differenzialgleihung 
Pd&x + Qdäy + Rdz=o 
die Größen P, Q, R homogene Sunctionen vonx, y 
und » find, die alfo durchaus diefelbe Anzahl von 
Dimenfionen haben, fo ſoll dad Integrale derfelben, 
wenn anders dDasfelbe.reell ift, gefunden werden. 


aAuflöfung 

Die Anzahl der Dimenfionen, welche die drey Veränderlichen 
x, yund z in den Sunctionen P, Q, R bilden, fey n; fo wird man, 
wenn x=pz und 7 42 gefegt wird, erhalten: 

P=25; Q=z2:T und R=zV; 
fo dag nun S, T, v Zunctionen von zwey Veränderlichen P und q 
allein feyn werden. Da nun 
dx—=pdz-+ zdp md dy= ga⸗ + 249 
iſt, ſo wird unſere Gleichung folgende Form annehmen: | 
dz(pS-qT+-V) + Szdp + Tzdq=o 
- oder 
 dz Sd Td 
rare 
welche Sleihung nicht reell feyn fann, wenn nicht die, bie beyden 
Sdp+-Tdgq 

PS+gT+V 
für fich integrabel ift; dieß wird aber der Sall feyn, wenn folgende 
Gleichung Statt findet: 


ar+n (a) +r7(n -)— @s+N(j5) - 18(7 


Hrn 


Veränderlichen p und q enthaltende Differenzialformel 


un Di m 
So oft demnach‘ diefe Bedingungsgleichung Statt findet, wird 
unfere Gleichung reell feyn, und. folgendes Integrale haben 
»8dp 4 Tdg 
und man hat in ice Snegagtidung nur ſtatt der Oröfen | p und q 
Die angenommenen Bee; - und : wieder herzuſtellen. | 


| Const., 


3u a6 1. 
$. 23, So iſti in unſerem erſten Beyſpiele ($. 12) | 
P=y-+.3; V0=ı+3 R=ı-4tyj, alſo wird 


=qgq+1 Tep- 1; Pre :umd. 
Zyiat9aererNtn U 
EB, apq+apr?g . Mani 


kon, , und d daher iſt das Integrale 
It:legt?+9= — 
Pi ae 
tere rt) 
3 ufab 2 | ’ 
$. 24. In dem ⸗ zweyten Benfpiele:($- 13) iſt 
P=ay-— ba; zer — ax; R=br-ey 


daher 0 
Ss=2141—b; Tme-an Vabpoceg 
alfo ' 
TENETEI EIN EIEE 
zZ 0 
und daher 


@g—bäp+l—apdg=o, 
und durch Integration 


v 





‚aıcb_; ay— bz_ 
cap "cz—axı 7 
Zuſatz 3 
| 25, Im dritten Beyfpiele (F. 14) wird | Ä 
Ss=?+q49+,: T=zpf+trtrı wV/=pf+rgt , 


Ä 


eu 25 mmm 
und vor fo... Ä in, 
ES Ha. +2.+n 
F + Potreretspatetrtg Der | 
wo der 1 Bepner = =e+atr )eate+g ik, un daher — 
ſich diefer Bruch in folgende wen Brüde zerlegen; 
—dp—d Ira+Y) +IUE+Y, 
— ———— 
Hieraus ergibt, ſich demnach, wenn nian von den releülchuen 
auf Zahlen übergeht, nachſtehendes Integrale: nr 


zpatrPr+N __ yterne 0 


oo are | Hr | 
ee 3.0 f a b. he: J 
— a6. Im vierten, @epfpiele $. 18) ei. eye 


ee ν T=—i; Air bee rem) 
unb Upper EEE — en 
J Wie ya —J J 


— v. 


7. Pe — 


. en. gii. er STREET. N. 


alfo 





igepe—gtnt.a 
Da alfo q=p Genüge leiſtet, ſo ide man ı= r +: 7 ‚und 
man wit) erhalten en rn 


. f' i 
N “ww du 


Fran 
Pe Ve Pr 


— ap sprip = = 3a 

und durch Integration; A Br 
zu Fr. = fe- p* dp — Fe ER . 

2 J— das Integrale nun wird:. 


7. — 


BR 
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Anmertun 0" 
$. 27. Da alfo die Differenzialgleichungen zwiſchen drey Ver⸗ 
änderlichen Feine beſonderen Schwierigkeiten darbiethen, indem ihre Auf⸗ 
loͤſung, wenn fie anders reell ſind, immer auf. Differenzialgleichungen 
zweyer Veraͤnderlichen zuruͤckgeleitet werden kann, fo will ich dieſen 
Gegenſtand nicht weiter verfolgen. Denn was jene Differenzialglei⸗ 
chungen dreyer Veraͤnderlichen betrifft, in welchen die Differenzialien 


zum 20 "um 


felbft in Höheren Potenzen erfcheinen, wie 5.8. in der Gleichung 


Pdr-Qdy-+Rde+2Sdxdy+aTdxrdz--aVdydz=o, : 
fo fann man im Allgemeinen annehmen, daß fie immer abfurd feyen, | 


wenn fie ſich nicht durch das Ausziehen der Wurzel auf die Form 

Pix + + Qdy + Rdz=o 
zurüdführen Taffen. Denn wie auch die SIntegralgleihung beichaffen 
feyn möchte, fo Fönnte denn doch der Werth von = aus ihr fo beftimmt 


werden’, daß'z als eine FZunetion der Veranderlichen x "und y erſcheiat/ 
und daher waͤre 


dz — pdx + qdy, 
und diefe Veränderlichen x und y würden auf feine Weife von einan- 
der abhängen. Diefer Werth pdx + qdy ftatt dz in der Diffe 
renzialgleichung ſubſtituirt, müßte alfo. dergeſtalt Genüge leiſten, daß 
alle Glieder ſich gegenfeitig tilgten, was aber. wicht. geichehen ‚Könnte, 
wenn bey der Auflöfung der Gleichung der Werth von dz fig. ſo dar⸗ 
ſtellte, daß die Differenzialien dx und dy unter dem Wurzeijeichen 
erſchienen. Da alſo die Aufloͤſung jener beyſpielsweiſe angefuͤhrten 
Gleichung den Werth u 


dz= _ —— + VL PR) —— dıdy-+ wi IR) dy?) 


gibt, To ann jene Gleichung nicht reell fegn ‚ wenn man Die Rere | 


nicht ausziehen ann, d. 5. wenn ſich die Gleichung felbft nicht in 
Factoren von der Form 

Pdx + Qdy + Rdz 
auflöfen laͤßt. Wenn aber dieß auch der Ball ift, und dieſe Factoren 
gleich Null gefept werden, fo wird die Gleichung demungeachtet nicht 
reell ſeyn, wenn nicht das oben angeführte Criterium Statt findet. 
Hieraus leuchtet nun ein, daß derley Gleichungen, welche vier oder 


noch mehrere Veraͤnderliche enthalten, ebenfalls nicht mehr Schwie⸗ 


rigkeiten haben. 
Zu Aufgabe % | 
65 28. Sey V irgend eine Function der beyden 


Beränderlicen x und y, in der Integralformel /Vdx 


‚aber fey die Größe y als conftant behandelt worden; 
man. beftimme das Differenziale des .Ausdruded 


— — — 


| 
I 
| 
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Vdæx, wenn außer xaud y als variabel angeſehen 


wird. 


Auflöfung 

Man fehe jene Sntegralformel SVdx=Z, fo wird Z aud) 
eine Sunction der zwey Veränderlichen x und y ſeyn, obgleich bey der 
Sntegration y conitant genommen wurde. Es iſt aber einleuchtend, 
daß, wenn umgekehrt bey der Differenziation y conflant genommen 
wird, dZ= Vdx ſeyn werde. Wenn man daher auch y als ver 
änderlich betrachtet, fo wird das Differenziale der Gleihung Z=/V dx 
folgende Form haben: 


und es handelt fich nur noch um die Beflimmung der Größe Q. 
- Weil nun aber die Sormel Vdx-+ Qdy da volftändige Dif- 


ferenziale ift, fo muß nothwendig m = (=) feyn, und daher 


"ar(i2 av\ 

| dy. | 

aber ed iſt dx (22) das Diferengiale von Q felbft, wenn y ald un- 
veränderlich angefehen wird; und demnach wird man Q finden, wenn 
man die Formel dx (7 fo integrirt, daß man y. ale confant bes 
trachtet, oder man wird erhalten: 


Q= six (7). 


Deßhalb wird das Differenziale der Sleihung zZ /Vdx, 
welches aus der gleichzeitigen Deränderlichfeit von x und 7 entfpringt, 
nachftehendes feyn: Ä 


dZz = Vdx 4 dyyfdx 5). 
Zuſatz ı. 


$. 29. Weil V eine Function von x und y iſt, wenn 
daV =Rdx + Sdy. 


gefegt wird, ſo wid S= (7) ſeyn, und daher wird 
dz=d,y/Vdx= Vdx + dy/Sdx 


zum 28 men 


fegn , und hier iſt bey: der Integrafion.. ber Formel /Sdxz gerade, 
wie bey der Sntegration der Formel SVdx, bloß die Grohe = ad 
Deränderliche zu nehmen, 


Zn Bufas s. en 

4. ei Bann V eim S Function von x und y: ; 

‚die Binadt der :Dimenflonen == n. genommen wird, und man It: 
Edi ERREN days Rdx 4 sy,” 
fe wird tah” eipaltin: ee 7 





⁊i —X 
Rx 4 sy = av, ,, tat 
alſo N: v n l 
| Sri 
3 —7 :y. f 
und baber .; se, * 


; [84x =: wir. — 1 


Weil aber onſtant g, ſo wird Rdx — d V, daher 
JAxdz = fxdV= Ve Vin, 

alfo et . RE 2; *3. 

u ax ⸗æ + 2 ! (Vär— w Ind | 


a2 à ——— = VYdr — —— + Sn ran 


Zu ap 3 
. 31. Dasfelbe Reeſultat findet man leichter durch die Betrach⸗ 
‚tung, daß die. Funetion Z == /Vdx eine homogene Function von 
a-rı Dimenfi ipnen ſeyn wird; fegt man daher ., . 
dz = Vdx -+- Qdy, 


fo wird | | on 
Vz +-Qy=(a-+ı)2, 
alfo 
_G+rn)z Vr 
= y’ 


wie vorher. 


Anmerkung. 


§. 32. Obſchon ich dieſes Problem bereits früher, und zwar in 
dem vorhergehenden Buche behandelt habe, fo hielte ich es dennoch 
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für zweckmaͤßig, dasſelbe Hier einer forgfältigen Betrachtung gu wür⸗ 
digen, wenn auch diefed Buch den Zunctionen zweyer oder mehrerer 
DVeränderlichen gewidmet if. Der Hauptgegenftand aber beruht nicht 
anf folhen Differenzialgleichungen, wie ich fie in diefem Kapitel inte: 
geiren gelehrt habe, denn das wäre bald abgemacht; allein da die 
Differenziation einer Function zweyer Veraͤnderlichen x und y zwey 


Formeln (Z) und (7 u) gibt, woben V eine foldhe Function be⸗ 


zeichnet, ſo werden wir hier vorzugsweiſe ſolche Aufgaben betrachten, 
bey welchen eine ſolche Function V aus irgend einer gegebenen Relation 


zwifchen diefen zwey Ausdrücen (2) und (7) zu beſtimmen ift. 


Diefe Relation aber wird durch eine Gleichung zwifchen jenen Formeln 
md den beyden Veränderlihen x und y ausgedrüdt, in welcher auch 
die gefuchte Function V felbft erfcheinen Fann; alfo durch eine @leir 
hung, auf deren Natur fi) die Eintheilung diefer Abhandlung grün» 
den wird. Das allgemeine Problem, mit deſſen Auflöfung diefer Abs 
ſchnitt ſich befchäftiget, ift nämlich von der Art, daß jene Function 
V der beyden Veränderlihen x und y geſucht wird, welche irgend 


eineg zwifchen den Größen x, y, V, (7) und (Z) vorgelegten 
Gleichung Senüge leiftet. Wenn in diefer Gleichung nur eine der bey⸗ 
den Differenzialformeln (7) oder (Z) erfcheint, fo bat die Auf⸗ 
löfung Feine Schwierigfeit, und wird auf den Ball der Differenzial« 
gleichungen, die bloß zwey WBeränderliche enthalten, zurüd'geführt. 
Sind aber jene Formeln beyde zugleich in der vorgelegten Gleichung 
vorhanden, fo ift das Problem weit fchwieriger, und Fann oft nicht 
einmahl aufgelöft werden; obgleich man die Auflöfung der Differen- 
zialgleihungen, die nur zwey Veränderliche enthalten, zugibt; denn 
bey diefer Rechnung wird das Problem immer für aufgelöft gehalten, 
fo oft man die Auflöfung auf die Integration: von Differenzialgleichuns 
gen zwifchen zwey Veränderlichen zurüdleiten fann. Da alfo der Aus⸗ 


druck (7) in der vorgelegten Gleichung eine Function bezeichnet, 
in welcher die Größen x, y, V und (7) auf irgend eine Weife 


verbunden ‚erfcheinen, fo werden wir die folgende Abhandlung eintheis 
len nach der Natur diefer Function; je nachdem Ddiefe einfacher ift, 


x 


u 7) u 


und entweder nur die einzige Formel (£) oder außer ihr noch eine 


von den übrigen oder auch zwey folche Formen oder fogar alle enthält. 
Denn wenn wir diefe Ordnung beobachten, fo wird ſehr Teiche: eins 
leuchten, wie viel man noch leiften fönne, und wie viel noch zu wuͤn⸗ 
fhen übrig bleibt. Nebſtdem aber werden einige Hülfsſaͤtze ruͤckſicht⸗ 
lich der Zransformation zweyer Differenzialformeln in andere veränders 
liche zu erörtern feyn. 


Eintheilung diefes Abſchnittes. 


Um nun die Theile, welche in diefem Abfchnitte behandelt 


werden müffen, leichter überfehen zu Lönnen, fo feyen, weil dieſe 
Probleme fih auf Functionen zweyer Weränderlichen beziehen, x und. 
z diefe beyden Wariablen, und z eine Sunction derfelben, die aus 
irgend einer gegebenen Relation der Differenzialien zu beflimmen ift, 
fo daß zwifchen x, y und z eine endliche Gleichung gefucht wird. Wir 


wollen aber da—=pdx-+ qdy fegen, fo daß nach ımfererangenoms . 


menen Bezeihnungtart p = (z) und g= (2); alſo p und q 
Differenzialformeln find, welche in der vorgelegten Relation erfcheinen. 
Im Allgemeinen wird demnach jene Relation durch irgend eine Glei⸗ 
hung zwifchen den Größen p, q, x, y und z auögedrüdt werden, 
und diefer Abfchnitt würde mit größter Vollkommenheit behandelt wers 
. den fönnen, wenn eine Methode befannt wäre, aus irgend einer. zwi⸗ 
fhen diefen Größen p, q, x, y und z gegebenen Sleichung, eine 
Gleichung zwifchen x, y und z abzuleiten. Da man aber im Allges 


u _ 


- I hal — —— 


meinen diefen Zwed nicht einmahl für Functionen einer einzigen Ver⸗ 


änderlichen erreichen kann, fo ift dieß um fo weniger hier zu erivarten, 
und wir werden und daher auf die Entwidelung jener Fälle befchränfen 
müſſen, welche einer Auflöfung fähig find. Die Auflöfung gelingt aber: 
erjilich, wenn in der vorgelegten Gleichung eine der Differenzialfors 


meln p oder q gang fehlt, fo daß entweder zwifchen p, x, yundz 


oder zwifchen q, x, yund z eine Gleichung gegeben ift. Ferner laſſen 
ſich jene Gleichungen bequem auflöfen, welche bloß die beyden Diffe⸗ 
renzialformeln p und q enthalten, fo daß eine derfelben irgend eine 
Function der andern feyn muß. Hierauf werden alfo jene Gleichun⸗ 
‚gen folgen, welche außer p und q noch eine der endlichen Größen x 


y ober z enthalten. Wir wollen nun fehen, welche Faͤlle hiervon 
auflöfen laſſen. Die Ordnung fordert ferner, daß wir dann über: 
a auf Oleihungen, welche außer den beyden Differenzialformeln 
nd q noch zwey der endlichen Größen, naͤmlich entweder.x'und y 
‘zundz ober y und z enthalten. Endlich wollen wir von ber Aufld« 
; jener Sleihungen handeln, weldhe alle Größen p, q, x, yundz 
eich enthalten, und zum Schluffe die Kunftgriffe der Trandfor- 
lon auseinanderfeben. 


gi 502 mem 
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Bon ber Yuflöfung der Gleichungen, in welchen eine der beyhen | 


Differengialformeln auf irgend eine Weiſe durqh endliche er 
gegeben iſt. 


ufgabe 4 
$. 33. En. Zunction z zweyer Veraͤnderlichen 
x und y von der Beſchaffenheit zu finden, daß die 
Differenzgialformel (2) = p einer unveränderliden 
Größe a gleich werde. 


Auflöfunoge. 

Setzt man alfo dze=pdx-H qdy, fo wird eine Function z 
von der Befchaffenheit gefucht, daß p=a oder da—=adx -qdy 
wird. Um nun diefen Zweck zu erreichen, betrachte man y ald unver: 
änderlih, fo wird dz = adx, und durch Integration 

z = ax -- Const, 


werden, wobey zu bemerfen iſt, daß diefe Eonftante irgend eine Func⸗ 


tion von y bezeichnen könne. Um alfo die Auflöfung allgemein darzu⸗ 


fielen, wird 
z=ax-- f (y) 
feyn, wobey f (y) irgend eine Zunction von y bezeichnet, die Peined« 
wegs an und für fich beſtimmt ift, fondern ganz von unferer Wilfür 
abhängt. Dieß zeigt auch umgekehrt die Differenziation, denn wenn 
man dad Differenziale der Sunetion £f(y) durch Ayf’ (y) bezeichnet, 
fo wird man auch 
dz = adx + dyf’ (y) 


erhalten, und daher (2) == a, gerade wie ed die Aufgabe verlangt; 

hieraus leuchtet nun ein, daß in diefem Sale die andere Differenzials 
daz 

formel qg = (2) bloß eine Function von y bezeichne, indem 
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Zufag ı.' 
6. 34. Wenn daher eine ſolche Zunction z zweyer Veränderlichen 


x und ygefucht wird, fo daß (z . :)= — a wird, fo erhält man 


j z=ax-Hf(y), und die andere Differenzialformel (7 bezeichnet 
| nothwendig bloß eine Bunction von y. 


Zuſatz = 
$. 35. Wird eine Sunction von der Art gefucht, daß (£) =o 
ift, fo wird diefelbe nothiwendig nur eine Function von y feyn, oder 
fie wird die Veränderliche x gar nicht enthalten fönnen ; denn da jene 
Sunetion durch die Änderung von x Feine Änderung erleiden darf, fo 
fann offenbar die Größe x auf die Beflimmung derfelben auch feinen 
Einfluß äußern. 
Zuſatz 3. | 
$. 36. Es geht hieraus ferner hervor, daß die Differenzialglei- 
hung dz = adx-F qdy nur dann reell ſeyn fönne, wenn q bloß 
eine Function von y bezeichnet. Dieß zeigt auch das oben erflärte 
Kennzeichen, denn wenn man die Gleichung auf die Form 
adx+ qdy— dz=o 
jueädführt, fo wird man wegen P=a, Q=q md R=— ı 


erhalten: 
= (): Mo und N=- (7 


und die Realität der Gleichung erfordert daher die Eriftenz der Relation 


(+) 

Der Vorausfegung gemäß aber ift q von z unabhängig, und 
daher wird 2) = ſeyn, weil (2) = o ift, und daher ift 
auch q von x unabhängig. 


Anmerfung ı. 
$. 37. Aus dem Angeführten erhellt nun Binreihend, daß biefe 
Dperation, durch welche wir die Function z beftimmt haben, in der 
That eine Integration fey, durch welche wie bey den gewöhnlichen 
Euler’s Integralrechnung. II. DD. 3 


— 3. mm. 


Operationen etwas Unbeflimmtes eingeführt wird. Hier erfchien naͤm⸗ 
lich eine willfürliche Sunction von y, deren Natur durchaus nicht bes 
ſtimmt wird; und man fann fich diefelbe auch fo vorftellen, daß, wenn 
man die Absciſſen irgend einer Eurve durch y bezeichnet, die Ordina⸗ 
ten derfelben eine folche Zunction von y darftellen. Es ift übrigens 
nicht nöthig,. daß Diefe Curve regulär und in irgend einer Gleichung 
enthalten fey, fondern jede mit freyer Hand befchriebene Eurve, wenn 
fie auch noch fo irregulär und aud mehreren Theilen verfchiedener Cur⸗ 
ven beftände, würde diefelben Dienfte Teiften. Solche irreguläre Suncı 
tionen kann man Didcontinuirliche nenrien, oder Functionen ohne Eon» 
tinuität; hierbey ift vorzüglich der Umfiand merkwürdig, daß, wäh: 
‚rend die Integrätionen der erftern Art Feine andere als fletige Functio⸗ 
nen zulaffen, hier auch Discontinuirliche Sunctionen der Rechnung 
unterworfen werden; und mehrere ausgezeichnete Geometer waren der 
Meinung, daß dieß den Principien des Calculs fogar widerftreite. 
Allein die vorzügliche Eigenfchaft der Integrationen, welche in diefem 
zweyten Buche zu lehren find, befleht darin, daß fie auch discontinuir⸗ 
liche Sunctionen enthalten fönnen ; und es fcheint mie daher, daß durch 
diefe gleichfam neue Rechnung die Graͤnzen der Analyfe fehr erweitert 
werden. 


Anmerkung 2. 


F. 38. So wie bey den gemeinen Integrationen die eingeführte 


willfürliche Eonftante immer aus der Natur der Aufgabe, deren Auf: 


löfung auf diefelbe geleitet hat, beftimmt wird, eben fo wird auch hier 
die Befchaffenheit der Aufgabe, welche durch eine ſolche Integration 
aufgelöft wird, immer die Natur der durch Integration eingeführten 
willfürlichen Zunction beflimmen. Wenn irgend eine Figur einer ges 
fpannten Saite gegeben wird, und man läßt diefelbe plöglich los, fo 
daß fie Schwingungen macht, fo ift man im Stande, die Figur, 
welche dann die Saite annehmen wird, nad) den Principien der Me: 
chanik jedes Mahl zu beftimmen, und eben dieß ift auch der Fall bey 
einer folchen Integration, durch welche irgend eine willfürliche Con⸗ 
ftante eingeführt wird, welche man aber dann fo beftimmen muß, daß 
für den Anfang der Bewegung die angenommene Figur der Saite felbft 


wieder zum Worfchein Fomme; und da die Auflöfung allgemein feyn - 
fol, damit diefelbe jeder anfänglichen Figur entſpreche, fo muß fie 


ſich nothwendig auch auf jene Bälle erſtrecken, in welchen anfangs die 


+ 
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Figur der Saite ganz irregulaͤr iſt, und Feineöwegd den Charakter ber 
Continuität befißt; was durchaus unmöglic wäre, wenn nicht durd) 
die Integration eine folche völlig willfürlihe Function eingeführt 
würde, welche man auch für irreguläre Figuren modificiren fönnte. 
Solche willfürliche Bunctionen werde ich, wie ich es hier gethan habe, 
durch dad. Symbol f(y) ambrüden, und man wird ſich in Acht neh⸗ 
men mülfen, den Buchftaben f für eine Größe zu halten. Eben fo 
wird bey den folgenden Unterfuchungen der Ausdrud S(x-+-y) eine 
willfürliche Sunction der Größe x--y bezeichnen, und dort, wo meh» 
rere folche Functionen in der Rechnung erfcheinen werden, will ich 
außer den Buchſtaben £ den Charafteren 9, P, 9 ıc. eine ähnliche 
Bedeutung beygelegt willen. 


Aufgabe 5. 


$. 39. Eine Function z der beyden Veränderlidhen 
x und yvon der Art zu beftimmen, daß die Differen- 


zialformel (z )=» einer gegebenen Function von 


x gleich werde, weldhe wir durch X bezeichnen wollen, 
ſo daß alfop= X werde. 


Auflöfung 
Seht man dz=pdx—- qdy, fo wird, weilp=X if: 
dz = Xdx 4 qdy 
werden. Weil nun der Theil Xdx diefes Differenziales gegeben ift, 
fo nehme man, um das Integrale zu finden, y conflant, fo wird man 
wegen dz= Xdx durd) Integration erhalten : 
z — [Xdx + Const., 
und da diefe Conftante nun auch die Größe y, auf irgend eine Weife 
verbunden, enthalten kann, fo wird man für diefelbe irgend eine wills 
kürliche Function von y annehmen dürfen, und dad gefuchte Inte 
grale wird ſeyn: 
on z=/Xdr + f(y), 
durch deffen Differenziation de =Xdx + dyf’(y) erhalten wird, 
fo daß q=f/(y) und (2 F :) = X wird, alfo gerade fo, wie vers 


langt wurde: Zu 
3.* 
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Zuſatz 2. on. 
. dz . 
F. 40. Das der Gleichung (2) = X, wobey z eine Func⸗ 
tion von x und y bezeichnet, entfprechende Integrale ift alſo 
zZ = [Xdx + ff ), 
wo demnach die Sntegralformel /Xdx eine bekannte Function von x 
bezeichnet, weil X gegeben ift; in wie fern nämlich die durch diefe 


Integration eingeführte Conſtante durch die willfürliche Sunction F (2 
dargeftellt werden kann. 


Zufaß a 
G. 4 . Hieraus folgt ı nun, daß die Differenzialgleichung 
dz = Xdx 4 qdy 
nur dann reell feyn Fönne, wenn q eine Zunction von y ift; dieß muß 
man fich aber mit der Einfchränfung fo denfen, wenn q die Größe z 
nicht enthält, welchen Sal wir hier nicht in Betrachtung ziehen. 


Anmerfung. 

$. ha. Denn wenn q auch von z abhängen fönnte, fo wird die 
Gleichung da = Xdx— qdy reell ſeyn, wenn q irgend einer 
Function der beyden Veränderlihen — /Xdx und y feyn wird, 
was fehr leicht in die Augen fält, wenn man 2 — /Xdx = u feßt, 
fo daß nun q als Zunction der berden Größen u und y erfcheinen wird; 
denn dann enthält die Differenzialgleihung, welhe du= qdy wird, 
bloß die zwey Veränderlihen u und y, und ift demnach zuverläßig 
reel. Wie auch das Integrale derfelben immer befchaffen feyn mag, 
fo wird man daraus immer u einer gewilfen Sunction von y gleich 
finden, und daher wird 

ums: — /Xdı=f(y), 

gerade wie vorhin. | | 

&o oft demnad) (2) = — X feyn toll, fo wird, ſelbſt den 


Fall nicht ausgenommen, in welchem q etwa die Größe z enthält, das 
Sintegrale feyn: | 
| z=/Xdx-+ f(y), | 
und ed fann niemald eine andere Auflöfung Statt finden. 
Diefed Integrale wird alfo ein volftändiges feyn, weil. es eine 


/ 
Zum 37 — 


wilffürlihe Function enthält, ein Umftand, ber als das ſicherſte 
Kennzeichen eines vollftändigen Integrales anzufehen ift. 

Soll alfo dad Integrale hier ein vollſtaͤndiges feyn, fo wird er: 
fordert, daß nicht fowohl irgend eine willfürliche Conftante, fondern 
vielmehr eine willfürliche veränderliche Function in demfelben erfcheine. 


Wenn man 5.%. filr (= == ax? die Öleihung 
e=iam HA+By+or+. 


als das Integrale nehmen wollte, fo wäre dieſes nur ein particulaͤres 
Integrale, obgleich ed mehrere willfürlicdye Gonftanten A, B, C, ... 
und vielleicht unendlich viele enthält; denn das wahre vollftändige 


Integrale 
=; + f(y) 


it bey weitem allgemeiner, was man fich wohl zu merfen hat, um die 
folgenden Unterfuchungen richtig zu verftehen. 

Es werden aber auch Säle vorfommen, in welchen wir in Er: 
mangelung einer Methode für die Beflimmung des vollitändigen In- 
tegraled und mit particulären SIintegralien begnügen müſſen, und 
wenn diefe auch fogar unendlich viele willfürliche Conftanten enthalten 
follten, To find fie demungeachtet bloß für particuläre Auflöfungen 
zu halten. Diefe Bemerfung müffen wir bey den folgenden Unter- 
fuhungen unverrüdt im Auge behalten, damit wir uns rücfichtlich 
der. particulären und vollfländigen Integrale niemals täufchen. 


' Aufgabe 6 
43 Soll z eine folde Function der beyden 
Veränderlihen x und y feyn, daß die Differenzial: 
formel (£) = p irgend einer gegebenen Sunction 
von x und. y gleih wird; fo ift im Allgemeinen die 

Natur der gefuhten Function z za beflimmen. 
Auflöfung. 
Sey V jene gegebene Function der Größen x und y, welcher 
die Differenzialformel ( 2) ° = p gleich feyn fol, und ed wird ver- 


langt, daß p=YV werde, wenn da=pdx-+ gdy gefegt wird. 
‚ Um nun die Form der Function z zu finden, betrachte man y als un» 
veränderlih, und man wird de = Vdx erhalten. Man integrire 
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alfo ‚Vdx, indem man bloß x als veränderlich anfieht, weil y eon⸗ 
ftant genommen wird, fo daß in diefer Bormel die einzige Veraͤnder⸗ 
liche x erfcheint, weßbalb ihre Integration Feiner weiteren Schwierige 
feit unterworfen iſt; nur muß man bierbey bemerken, daß die durch 

Integration eingeführte Conftante die andere Größe y wie immer ent- 
halten fönne; und fo wird man für die gefuchte Function z folgenden 


Ausdrud finden: 
z=/Vdx-f(y), 

woben da3 Integrale ‚Vdx fo genommen ift, als wäre die Größe y 
eonitant und bloß x veränderlih. Allein £ (y) bezeichnet irgend eine 
willfürliche Sunction von y, wobey felbft die dDiscontinuirlichen Formen 
nicht ausgefchloffen find, die durch Feine analptifchen Ausdrüde dar⸗ 
geitellt werden fönnen; und eben wegen diefer willfürlichen Zunction 
ift die Integration als eine vollfländige anzufehen. | 


Zuſatz ı. | 
$. 44. Da V eine gegebene Zunction von x und y ift, fo wird 
die Sntegralformel (SV dx aud) eine befannte und beflimmte Sunction 
eben diefer Größen x und y feyn; denn das Willfürliche, welches durch 
die Integration in die Rechnung verwebt wurde, ift in dem zwenten 
Theile £ (y) enthalten. 


3ufaß = 
F. 45. Hierdurch beftimmt fich auch der andere Theil qdy des 
Differenziales dz, welcher aus der Veränderlichfeit der Größe y ents 


fpringt, denn nad) (. 28 ift dag Differenziale ded Ausdrudes /Vdx, 
welches entjteht, wenn man x und y zugleich als variabel betrachtet: 


Vdx + dyydx (7): 


und wenn man das Differenziale der Function £ (y) dur dyf‘ (y) 
bezeichnet, .fo wird man erhalten: 


dz = Vdx + dyfdx (Z + dyfiy). 
zufa 6 3. 


$. 46. Da wir alfo da=pdxr-—+- gqdy gefept Haben, und 
p=YV ilt, fo wird man haben: 


g=/dx (7) +0» 


-- rer 


—;)0 — 


wobey, weil V eine gegebene Sunction von x und y ift, aud) * 


eine bekannte Function ſeyn wird, und bey der Integration von 
fdx (7) iſt bp x als veränderlich anpujehen. 


Bey fpi iel ı Ä 
G. 47. Man Tude eine foldhe Function zvonx und 


y, daß (E = — yo werde. 
. Weil V. = Var * ſo wird J[Vixs == - Ver y* fen, 
. x? 


und daher erhalten wir z — VE ”+f 0% 
Es iſt demnach 


dz 
G)sısut'e 
wie auch aus der gegebenen Negel hervorgeht. 
Denn man wird erhalten: 


6(* ,)= Game 
und daher, wenn y conflant genommen wird: 
xdx y 
rar (Fa fe I 
@ 5) @+y V 
— Beyſpiel 2. 
§. 48. Man ſuche eine ſolche Function zvon x 


und y, daß (=) == 


Da V JE “ fo wird ſeyn: | 














wird, 


— 12 


JVdx = y arc. sin. — 
und daher | | 
‚= yar.si.-+f0) 


Das Differenziale diefer Gleichung, welches aus der Variabili⸗ 
tät von y entfleht, wird, weil 
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69 
iſt, ſeyn: 


fix (7 _ Sa 12dx dz —_y dx 

dy — (2 — Vy? — x? 62 — 22): 
und daher 
x 


Vy: — ı2 





dV x 
d A == are. sin. - — 
Ser dy ;y 











— 
Dasfelbe Nefultat findet man durch die Differenziation des für 
z gefundenen Ausdrudes: 
— 


dx 
dz=d arc. sin. x II — 
J „+ va 


und hieraus geht für q = ( derfelbe Werth hervor. 


+ dyf’ (y), 





Beyfpiel 3. 


$. 49. Man fuhe eine folde Sunction z von x 


und y, daß (2 )= Van. werde. 


Weil V = ift, fo wird man erhalten: 


a? — y2 — 2? 


yVdx == a arc. sin. ‚ 





x 
Va2 — y? 
und daher ifl die gefuchte Form der Zunction z folgende: 


z = a arc. sin. 


_— 12m. 
| 4*50) 
Weil ferner 


(7 ay 
— y? — 22,7 


ift, fo wird man finden: 


| dx ay x .. 
Moe ARE 
Sn ) j @ — — 2) at — * V 
und daher iſt | 


ds axıy. 
— 1 — — — 22 — — f1 (y). 
(5) 1m (a? — y2) Va: —32 — z2 * 0) 


* — 41———— 


Derſelbe Ausdruck wird auch durch die Differenziation von z 
ſelbſt gefunden. 


Anmerfung ı. 

. 6. 50. Rey diefer Rechnung bleibt dennoch eine gewiffe Unbe⸗ 
ſtimmtheit zurüd, welche auf den Werth der Größe q übergeht. Denn 
da der Werth von z=/Vdx-+f(y) beflimmt ift, wenn das Ins 
tegrale / Vdx in Bezug auf x fo genommen wird, daß es für einen 
gegebenen Werth von x felbft einen befaunten Werth erhält; fo Tann 
auch in dem vollftändigen Differenziale desfelben feine Unbeftimmtheit 
liegen, fondern es muß nothwendig ‚der Werth von q eben fo gut wie 
der Werth von p als beſtimmte Größe daraus hervorgehen; indeſſen 


bleibt denn Doch Die Integralformel [dx (5) unbeftimmt, und ed 


fheint, daß man eine von der erfteren unabhängige. willfürliche Größe 
einführen müſſe. Um nun eine folche Unbejtimmtheit, wie die ange: 
führte, zu vermeiden, muß man die Bedingung, durch welche dad 
Sintegrale /V dx beftimmt wird, berüdfihtigen; und eben diefe Be⸗ 
dingung darf dann bey der Integration der Kormel (dx () nicht 


; außer Acht gelaffen werden. Denn fegen wir, das Integrale /Vdx 
werde fo genommen, daß es für x—a verfchwindet, und man ſetzt 
den beflimmten Werth desfelben (Vdx — S, fo wird diefer Ausdrud 
wenigftens den Factor a— x oder a — x" enthalten; und da hierin 


die Größe y nicht erfcheint, fo wird aud (Z denfelben Factor 
. enthalten, und daher wird (7) für ma verſchwinden. Es if 


dS$ dV . 
aber () = /dx (7): und hieraus geht hervor, daß, wenn 
das Integrale / Vd x fo genommen wird, daß es für x—a verfchwins 
det, auch dad andere Integrale fdx (7) fo genommen werden 


müffe, daß ed für x=a verfchwindet. Bey den beyden legten ange⸗ 
führten Beyſpielen find beyde Integrationen fo ausgeführt, daß die 
Integrale für x=o verfhwinden; bey dem eriten Beyſpiele aber 
wurde auf eine folche Regel Feine Rücficht genommen, allein wenn 
wir nach derfelben Vorfchrift verfahren, fo werden wir finden: 


JVis = Vr + y2—y ud 
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J4x (7 = un 


woraus fich diefelbe Auflöfung ergibt, weil dort —y in f Wr und 
bier — ı in f*(y) enthalten ift. Übrigens ift e8 aber ganz gleichgültig, 
nach welchem Gefege die erftere Integration ausgeführt wird, wenn 
wir und nur bey der Tegtern Integration an eben diefes Geſetz halten. 


Anwmerfung = 


6. 51. Das Princip diefer Beftimmung beruht auf eigenen 
eben fo eleganten als merkwürdigen Theoreme: 

Wenn S eine foldhe Function von den zwey Ber 
Anderlihen x und yift, daß fie für 554 verfhwins 
Det, und es ift 

| ds = Pdx + Qäy, u 
fo wird dann aud die Größe Q für x=a ver 
ſchwinden. | 

Hieraus ergibt fich zugleich, daß, wenn S für y==b verſchwin⸗ 
det, auch P=o werde, wenn y==b gefeßt wird. Es ift hier jedoch 
wohl zw merken, daß die für die ähnliche Beflimmung der beyden Ja⸗ 


tegralformeln /Vdx und fdx (7) gegebenen Vorſchriften nur 


gültig ſeyen, wenn der, der Größe x bepzulegende Werth a eine un⸗ 
veränderliche Größe iſt. Das obige Theorem verliert auch feine Gül⸗ 


tigkeit, wenn 3.8. die Function S für xy verfchwindet; denn es 


folgt Hieraus Feineswegs, daß in eben diefem Falle auch die Größe Q 
verjchwinden werde. Denn obgleich die Function S den Factor x —) 
oder x= — y® enthält, fo folgt hieraus nicht, daß auch der Ausdrud 


(5) oder Q eben diefen Bactor haben werde, wie dieß der Fall ifl, 
wenn x — a oder x — an ald Factor erfcheint. ch habe aber bes 


reits erinnert, daß es nicht nöthig ift, daß wirklich ein folcher Factor | 


vorhanden fey, wenn diefer Ausdrud nur gleihfam ald Potenz in ber 

Sunction S vorfommt. Wäre 5.8. 
S=a—ı tr Vvezury, 

fo verfchwindet diefe Bunetion für x—a ebenfalls, obgleich fie weder 

den Ausdrud x— a noch x — ar ald Factor enthält; zugleich aber 


. dS « 
verfchwindet auch (7) —1 — Gaza — für 1 8. 
a? — x2 y 


| 
| 
| 


— 7 
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Bey einer folchen Nechnung, deren wir und bey jenen Aufgaben 
bedienen, wo das Sintegrale der Formel /V dx dargeftellt werden muß, 
betrachten wir alfo dadfelbe immer aus zwey Theilen zufammengefebt, 
von denen der undeſtimmte durch die Yunction f(y) angezeigt, der 
andere aber, den wir eigentlich Durch /V dx auddrüden, dadurch bes 


ſtimmt wird, daß er für x=a verfhwinden fol; und fo verhält ed 
ſich immer, welche conftante Größe auch für a genommen wird, wenn 


nur auf den andern undeflimmten Theil ftetd die gehörige Ruͤckſicht 
genommen wird. 


Aufgabe 7. 


$. 52. Wenn z durch die beyden Veränderliden 
x und y fo beftimmt werden foll, daß der Differen- 


sialausdrud (zZ) = p irgend einer gegebenen Zune 


tion von yundz, die wir durch V bezeichnen wollen, 
gleih wird, fo foll man im Allgemeinen die Natur 
der Sunction z durch x und y beftimmen. 


Auflöfung 


Da p=V ſeyn fol, wenn da = pdx-+ gdy gefeßt wird, 
fo wird, wenn wir y ald conflant annehmen, dz == Vdx werden. 
Weil nun bier V eine gegebene Sunction von y und z ift, und y als, 


unveränderlich angefehen wird, fo wird die Gleichung * = dx ins 
tegrabel feyn, und die volftändige Integration gibt: 


T=ı+i) 


Durch diefe —8 wird die Relation zwiſchen den drey Ver⸗ 
aͤnderlichen x, y und z im Allgemeinen fo ausgedruͤckt, daß aus ders 


felben z durch x und y beflimmt, und die Natur der Function z an⸗ 
gegeben werden Fann. 


Wenn wir hieraus auch den andern Theil des Differenzialed, 
nämlih.qdy oder die Function q = (7) aufſuchen wollen, fo 
nehmen wir an, das Integrale Sr wo y als conflant angefehen 
wird, werde fo genommen, daß es für z=c verfhwinde, und wir 


werden, indem wir. die Größe S wieder fo differenziren, daß auch 


— Jh  EEER 


y als veränderlich angefehen wird, erhalten : 








1./7=5 30 = oder 
‘ de dz ds 
. d . Yv — 7 — f® 
wo in dem Integrale für yz die Größe y wieder als unver: | 


änderlich betrachtet wird, und diefed Integrale muß fo beflimmt wer: 
den, daß es für z=c verfchwindet. Da ferner dad Differenziale der 
geſundenen Sleichuns 


- [5 (Z) _ dx + dyf ), 


iſt, ſo —* wir für die vorgelegte Form halten: 


| da= Vds-+dy [v/* A 
woraus der Werth von q erhellt. 


3ufaß ı 
$. 53. In diefer Aufgabe laͤßt fich fehr leicht beftimmen, was 
die Größe x für eine Function von den beyden übrigen Veraͤnderlichen | 
yundz feyn werde, indem | 


ift, wenn naͤmlich V durch y und z gegeben ift. Eben fo verhält es 
fih, wenn entweder z durch x und y, oder y durch x und z beſtimmt 
wird, 
Zufag = 
$. 54. Da die Relation zwifchen den drey Veränderlichen x, y 


und z fo beſtinmt ift, daß * — V == einer gegebenen Zunction 
von y und z wird, fo wird wegen dx = T "wenn y conflant ges 
nommen wird, x eine ſolche Function von y und z feyn, daß 
(2) = dd de dx . 
I, = un aber (2) = ı Wird. 
Anmerkung. 


9. 55. übrigens mag im Allgemeinen was immer für eine Res 
Tation zwiſchen den drey Veränderlichen x, y und z vorgelegt werden, 
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aus welcher jede derfelben durch die beyden übrigen beftimmt und gleich» 
fam als Zunction derſelhen betrachtet werden tann; ſo wird immer die 


Gleichung 
6). )8 


Stats finden. Denn ſetzen wir, daß durch Differenziation der Glei⸗ 
chung, welche jene Relation ausdrüdt, erhalten werde: 
Pdx+ Qdy-+ Rdz=o; 
| fo ift einleuchtend, daß, wenn y conflant genommen wird, 
Pdx + Rdz=o, 


| und demnach) ſowohl (z )= = = als auch ( :) = = N ſeyn 


“werde. Anf ähnliche Art aber wird man erhalten; 


( =; (7) =; (2) = 8; (2 2) = = 


woraus unfer Saß erhellet, —* zwiſchen meh als drey Weränder- 
lichen dieſe Relation Statt findet. üͤbrigens iſt dieſer Fall von den 
vorhergehenden verſchieden, weil bier die Natur der Funktion z, in 
wiefern fie aus den beyden übrigen Weränderlichen x und y gebildet 
wird, nicht in einer entwidelten Form erfcheint, fondern erft durch 
Auflöfung der gefundenen Gleihung beflimmt werden: muß; und es 
wird gut ſeyn, einige Bepfpiele hierüber anzuführen. 
ze on Beyfpiel ı 
$. 56. Man fuhe eine foldhe Function z von x und 
y, daß die Öleihung 
ds y 
di) 7: 


Statt findet. 
Da alfo oa | 
dz = — + qdy 
ift, fo wird man, wenn y als conſtant betrachtet wird, finden: ' 
zdz=ydxr. md :2—ıy (5). | 
Um nun q zu fiuden, differenzire man allgemein die Gleichung 
zdz = ydx + xdy + dyf (y), 
fo wird man erhalten: -— «+ 


— 4 — 


= - +: U), 
welche Gleihung auch nach ber — * Vorſchrift gefunden wird. 
Denn weil V—iſt, fo wid / 52 = feyn, wenn bad In⸗ 


tegrale fo genommen wird, daß es PM z=0o  verfhwindet; dann. aber 
wird man, weil 8 = - ift, erhalten: | 


(7) -/ =. | | 


wo bey der Snrogration " Geſetz beobachtet wurde. 
Daher wird 


dz +72 ( +f 0) und 
= * +20); 


welcher Ausdrud mit dem vorhergehenden übereinftimmt, denn man. 
erhält durch Vergleichung 


—. —A 


und daher iſt, wie vorhin, die Größe x dem Ausdrucke = nebft einer. 







Sunction von y gleih. Dieß bemerfe man nur, weil wir hier der voll 
fommenen Übereinftimmung halber yf (y) ſtatt £(y) hätten fchreiben 
follen. Ä | - 
Beyfpiela 
$. 57. Man fuche eine folde Function z der bey. 
den Veränderlihen xund y, “ die Sleihung | 
(:) = 
dx 


Statt findet. 
| Da alfo | 
| ! dıVa 
| = — + gdy 
„if, fo wird, wenn man y ald unveränderlich anſieht: 


2d2 


Vz? 2 


dz 


de = 
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d durch Integration 
xay— y®—e—f(y). 


Man erhält demnach umgekehrt durch Differenziation 
dx=dy— yarZaeı — dyf’ (y), oder 
2 





Vy?: — 
dz „AV IE a E- 7 e-r0]- 


Nach der gegebenen Regel aber ift, weil v-roe ift: 


dz 
S#='- y* — 2) 


nn dad Integrale fo genommen wird, daß es für z= 0 verſchwindet. 
an ift aber 


@ )= —* v 1) = (2 — 2 
75. = — 


nn das Integrale nach demſelben Geſetze genommen wird. 
Deßhalb erhaͤlt man 


—— Vy?—z2 


+26) | =!- ZZ 11 2g)) 





la 
:ade wie vorhin. 
Aufgabe 8. 
9558. Wenn z durd die beyden Veränderliden 
und y fo beftimmt werden foll, daß die Differen- 
formel (2) — p irgend einer gegebenen Func— 


ynvonxundz, die wir durch V bezeichnen wollen, 
eich werde; fo foll im Allgemeinen die Natur der 
ınetion zdurdh x und y beftimmt werden.- 


Auflöfung. 
Man fee dae—=pdx-+ qdy, und weil p=V ilt, fo nehme 
n die Größe y ald unveränderlid, an, fo wird man 
dz — Vdx=o 
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erhalten, welche Gleichung bloß die zwey Veraͤnderlichen x und z ent: 
hält, die mit Hülfe irgend eines Multiplicatord, der =M feyn mag, 
integrabel gemacht werden wird, fo daß Mdz— MVdx das wirt 
liche Differenziale irgend einer Function von x und z ift, welche Zunc- 
tion = 8 ſeyn foll, und die Größe y nicht enthält. Unfere Integral: 
gleihung wird demnach ſeyn Sf (y), und hieraus erhellt die 
Natur der Function z, wie fie auch immer durch x und y auögedrüdt 
wird. Differenziiren wir nun diefe Gleichung, indem wir außer x und 
z auch y als veränderlicy betrachten, fo werden wir finden: 
as — Mdz — nv = dyf’(y), ode 


dz=Vdx-+ Z ev 
fo daß alo qg = =r f/ (y) wird. 


Zuſat ı 
$. 59. Der die Sormel dz — Vdx integrabel machende Mul- 
tiplicator M wird die Größe y auch nicht enthalten, weil die gegebene 
Zunction V diefelbe nicht enthält. Wenn aber diefer Multiplicator 


gefunden ift, fo ergibt ſich fogleich der Werth von qg = F ſf (y). 


Zuſatz 2. 

5.60. Wenn dad Integrale 8 der Differenzialformel Mdz — MVdx 
eine Sunction von x und z feyn follte, fo werden wir für die Auflöfung 
des Probleme S—=f (y) erhalten; und hieraus erhellt, doß die 
Conftante, welde man etwa der Größe S beyfügen wollte, ſchon i in 
der willkuͤrlichen Function £ (y) enthalten ſey. 


Beyfpiel ı. 
$. 61. Man ſuche eine folhe Function z von x und 
dz nz 
y daß (£) = T werde. 
F 
Wird dz = —— + qdy gefegt, und y conflant genommen, 
fo erhält man 


nzdx 
de — —  =o, 
x 


Multiplicirt man biefe Gleichung mit _ fo wird fie integrabel, 


— 49 mm 
fo daß der Multiplicator M — = it, und demnach Por Sutegih * 


8 = 1z — 1x2, 


Unfere gefuchte Integralgleichung wird alſo 13 * 6) ſeyn, | 


und daher wird auch — irgend einer Zunction von y gleich ſeyn, fo 


daß man erhält 
z = x’f (y). 
. Beyfpiel a: 
F. 62. Man fuche eine folde Sunction z der bey 
den Veränderlihen x und y, daß die Differenzial- 
formel (= = nx — z werde. 


Setzt man | 
dz=(nx—z) dx + gdy, . _ a 
fo wird man, wenn y conjtant genommen wird, erhalten: 

dz-+ zdx — nxdx — 0, - 


wvelche Gleihung mit KHülfe des Multiplicators M er folgendes 


Sntegrale gibt : 
Sao ez — nfexdx = e'z — nex -- ne; 
und die Gleichung, welche die gefuchte Relation zwiſchen x, y und 2 z 
ausdrüdt, ift daher 
ez — ne'x + ne —=f(y) oder 
z=n(x—ı) +erf(y), 
dann aber wird man erhalten: 


de | 
— = e-:f . 
ı=(5)=® (7) 
Beyfptel 3. 

F. 63. Es werde eine foldhe Sunction z der. bey- 
den VBeränderlichen x und 7 gefuht, daß die Diffe- 
renzialformel (£) =— * oa vird. 

Man ſetze alſo 

xzax 
' dem tr 997ı 


betrachte y als unveränderlich, und fuche das Integrale folgender 
Euler's Integralrechnung. IIL Bd. 4 


J 


Differenzialgleichung 





x? + 22 

‚amd dieſe Gleichung wird integrabel gemacht mit Hülfe irgend eines 
Diviſors, welchen man findet, indem man wegen der Homogeneitaͤt 
x und 2 flatt der Differenzialien dx und dz ſchreibt, fo daß dieſer 
Divifor folgender ift: | | 


ı°z 23 


— DEE — — 
x? — 22 x? ı 72’ 





und daher der Multiplicater M —= + "Man wird daher - 


erhalten: Ä 
So (x? —— un ae, alfo 
— 12 


8 = — 4 12, 
folglich wird die geſuchte Steihung feyn: 
2 A — j J 
z—- — =f(0) und 1 50 





ſo laͤßt ſich hieraus auch umgekehrt ſchließen, daß af (0) ſeyn 
werde. 


Aufgabe g. 


$. 64. Wenn z dur die beyden Veränderlichen | 


x und y fo beftimmt werden foll, daß die Differen 
sialformel (£) gleich wird irgend einer gegebenen 


Sunetion, welche alle drey Veränderlihen x, yundz 


enthält, und die wir = V fegen wollen, fo ift im All 
gemeinen die Natur der Sunction z duch x und y 
audzudrücken. 


Auflöſung. 


Weil 422- Vdx—- qgdy iſt, fo wird, wenn wir y als unver⸗ 
aͤnderlich anſehen, da=V dx werden. Dieſe Gleichung enthält alſo 


nur die zwey Veraͤnderlichen x und z, in der Function V aber er⸗ 


ſcheint noch die Größe y; es wird demnach einen Multiplicator M 
geben, der diefe Gleichung integrabel macht, fo daß 


— 


._— 


— ru 


- — — — 
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Mdz— MVdr=dS. 
wird, und daher wird ‚die Integralgleichung , welche die zwifchen x, 
yund z Statt findende Relation’ausdrüdt, folgende feyn : 

S=f(y), 

wobey S eine beſtimmte Funetion von x, y und z feyn wird; und es 
kann fich ereignen, daß auch der Factor M alle diefe dry Veränder: ' 
lihen enthält. Es ift aber zwedimäßig, der Function S, welche wie 
durch Integration gefunden haben, einen beftimmten Werth beyzules 
gen, weil der unbeflimmte Theil in der willfürlihen Function f (y) 
enthalten if. Segen wir alfo, 8 werde fo genommen, daß es für 
x=aund z=c verfchwinde, 

Wenn wir daher den andern Theil, qgdy, der vorgelegten Dif⸗ 
ferengialgleichung finden wollen, fo werden wir die Sunction S diffe- 
renziren, wobey auch y veränderlich genommen wird, und ed fey, 
dS = Mdz — MVdx + Qdy = dyf/(y). 


Da nun bier 


12) (22) m (1) =- (N) 





ſo wird man, wenn y wieder conftant genommen wird, erhalten: 


Q=u(2)+4:()= = dz — — dx un , 
welche Formel offenbar integrabel iſt. Es 3 aber Q nach demſelben 
Sefege genommen werden, nad) weldhem wir S beftimmt haben; fo 
nämlih, daß e8 für x=a und ac verfhwindee. Hat man diefe 
Größe Q gefunden, fo wird man, weil 


as — Var IT) il, erfalten: 
ds are, 
ı=(7)= 

Diefe Beftimmung ftügt ſich daher auf den Srundfaß, daß, wenn 
S eine foldye Sunction von x, y und z bezeichnet, welche für x—a 
und zo verfhwindet, auch die Differenzialformel (2) in dems 

ſelben Falle gleich o wird, 
Zuſatz a. 


G. 65. Die Auflöſung dieſes Problemes wird demnach auf die 
Integration der Differenzialgleichung 


‘ 


a * 


zum 59 mm 

ds— Vdx=o 
zunäd'geführt, in welcher die Größe y als conflant angefehen wird, 
obgleich die Function V alle drey Größen x, y und z enthält. Es 
wird demnach auch einen Multiplicator M geben, ber diefe Gleichung 
Integrabel macht, fo daß 

Mdz— MVdı=dS 

wird, wobey S irgend eine beftimimte Zunction von. x, y und. 2 
bezeichnet. 


3u ſatz = 
F. 66. Hat man aber diefen Multiplicatoe M' gefunden, und 
mittelft desfelben das Integrale S, fo wird die Größe z durch Die bey⸗ 
den Veränderlichen x und y fo beflimmt werden, daß S=f(y) wird, 
wobey f (y) irgend eine fletige oder discontinuirliche Function von y 
bezeichnet; und wegen diefer charafteriftifchen Eigenfchaft wird bie In» 
tegration als vollſtaͤndig angeſehen werden Fönnen. 


Zuſatz 3. 
$. 67. Hat man auf diefe Weife die Relation zwifchen z, x, y 
beftimmt, und man differenzirt diefelbe fo, daß alle drey Größen 
x, y und z als veränderlich angefehen werden, fo wird man erhalten: 


dz = Vdx 4 (2) dy, 


wo die Größe Q aus ihrem Differenziale 


d.M d.MV 
19 = dı (G) — dx ( in) 
beftimmt werden muß; indem man y conflant nimmt, und die Inter 


gration fo mobdificirt, daß wenn S für x=a und z=c verfchwindet, 
in demfelben Balle auch Q= 0 werde. 
⸗ 





Anmerfung. 
$. 68. Wir werden alfo hier auf das fchöne Theorem geleitet: 


Daß wenn Seine folde Sunction vonx, yundz 
ift, welde für x=annd z—=c ſelbſt — o wird, 
dann auch unter derfelben Borausfegung die For 


mel (2) verſchwinden werde. 
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So 3.8. wenn 
S = Ax’ + Bıyz + Cz? — Da? — Bacy — Ce 


if, fo findet man: 
(7 ) = Bxz — Bao, | 


beyde Ausdrude verfhmwinder, wenn man x=a und z=c febt. 
Nachdem wir mehrere folhe Beyſpiele entwidelt haben, fo ift die 
Wahrheit diefes Theoremes fo einleuchtend, daß man feine förmliche 
Demonſtration verlangen wird. Übrigens fann eine ſolche Function, 
wenn man die Größen, welche bloß y enthalten, von den übrigen im- 
mer abfondert, fo entwidelt werden, daß fie unter folgender Form 
erfcheint:: 
B8=PYHQYHERY-..., 

wobeg der Voraudfegung gemäß die Größen P, Q, R, ... bloß 
Functiohen von x und y find, und zwar folche Sunctionen, die ſaͤmmt⸗ 
‚ Id fürx=a und z=c einzeln verfchwinden, Es ift daher nun ein- 
leuchtend, daß 


Ay” 
(7 )= + Q. RR. te: 

feyn werde, welche Be —*8 unter eben dieſen Bedingungen 
verfchwindet. Wie nun auch die Function S, welcher diefe charafteri« 
ftifche Eigenfchaft zufömmt, aus. irrationalen und tranfcendenten Groͤ⸗ 
fen sufammengefeßt feyn mag, fo wird man fie doch immer unter jener 
Form darftellen fönnen, und obgleich diefelbe ind Unendliche fort 
fhreitet, fo behält dennoch, diefe Demonftration ihre volle Gültigkeit. 


Beyfpielı 
F. 69. Man fuhe eine folhe Zunction z zweyer 

Veränderlibenx und y, daß die Differenzialformet 

dz ı xz 

ı.) 7 werde, . 

= ‚ ay_ Eur 
Seben wir alfo dz = en + qdy, fo finden wir, wenn 
y conftant genommen wird, die Gleichung 


d 
du id v 
ay 


ſo daß V= * wird, und es wird der Multiplicator M - feyn ; 


alfo wird 


und die vollftändige Sntegralgleichung, durch welche die Bunction = 
beſtimmt wird, wird feyn: 
7 a? — 
, 1- 4 5 2 f (Y) 

Um ferner die Größe q zu finden, wird man dQ=o und 
Q=o erhalten; weil M = - ud MY = * iſt, alſo wird 
q=2f!(y).- Eben dieſer Werth wird aber durch Differenziation dee 
gefundenen Gleichung erhalten, denn fie gibt 


d2_ = = dyf‘ (y), und daher 


23 
de — en Lzdylig); . 
fo dag q = zf‘ (y) wird. 
Beyfpiel 2. 
$. 70. Man fuhe eine folde Sunction z ber bey 











— — 
den metanderticher x und 7 daß (* 27 — wird. 
Da v7 I iſt, ſo wird man, wenn als unveränderlich 
angefehen wird, folgende Gleichung erhalten: 
a ydı 
2 — - re =0. 


Um nun den Multiplicator für dieſe Gleichung zu finden, mul: 
tiplicire man diefelbe durch (x —+--z), fo daß man erpält: 
xdz 4 2dz — ydx = o, oder 
xıdz 2dz 


dx — = 
y 








4 


und diefe Gleichung wird durch den Factor e ey T integrabel gemaqh 
denn man findet | 
- —.dz _._ __ 
e x fe y „- ee: Tut fe dm, 
und daher | 





2 3 {2 
eyrı=—e z— ye r+C. 


4 
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Der Multiplicator wird demnach feyn: 


w=6+49).(-!).e;-- 49; und. 


S=e r(stz+yJ)—e (a+tc-+py) 


; folglich ift die vollſtaͤndige Integralgleichung 


e’@+ztP—eratetyeto). 
Da ferne MV=— Kur ift, fo wird man erhalten: 


a — J _ 26391 _ en) 





y> 
und. 
d.MV z 
=—er oz 
Ä und daher — 
aQ=e "fa: +9 (5 — +7]. 


| 


wenn yconflaut genommen wird; man wird nad durch Integra⸗ 
tion erhalten: 


--ra0 e, 
bes +5 eben 
alfo 
— 41 achte —— 

I1=, 17,707 Ze y@+2) +: 77 
fo daß 1 





dz = . I + qdy 
wird. Differenzirt man aber die gefundene Gleichung, fo ergibt fich 


EHE + rar He rarlı +++ 


Huf +: —— 
woraus ſich geradezu derſelbe Beth für q ergibt. 
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Beyfpiel 3 J 
$. 71. Man ſuche eine ſolche gunction 2 der bey⸗ 


deu Berändertigen x und y, daß >) = Em 
werde. 


Man ſetze 





nehme y als unveraͤnderlich an, fo iſt, weil 
dz _ rd: 


y2 + = 
iZ offenbar der integrirende Bactor M = — Da numn 
d d 
‚42 2 _JCK x = o 


y+z2 yyn 
ift, fo wird man durch Integration finden: 

yr — y#. 
y? + xZz 
} . F . c a 

u J J — A tang. SZ) 

und. die gefuchte Bunction 5 wird durch folgende Gleichuns deninmat 

werden: 


Saum, — Aug; +C=A ung 


y@—») _ e— a)y 
5 A Fang aa A tang. ac >) 10: 
Weil ferner uv ⸗— — ru iſt, ſo wird man erhalten: 
WV 522 — y2 4.MV zeoy | 
N 7)” TA und —— )* + re. 


und d 
aber iſt a _ 2 — y2) dz (x? — y?) dx 
Q — 22 0 (ya / 


wenn y alb unveraͤnderlich angefehen wird. Es iſt alfo 


—n. x c a... 
Fyretaretprange und 
gemttt®, 


und denfelben Werth findet man auch durch Differenziation. | 
Da übrigens die Eonftanten a und c beliebig angenommen wer: 
den Fönnen, ſo wird, wenn man diefelben = 0, oder wenigftend 
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oe wi, die: Bern oan- Bet re SZ PER yEE 
AR A ‚tang.. y(— — G, u \ 


— 


und heher iR aud | A 
LEI R KG) ud wre, Bu 


. Prı8 . | 
eigen man dieſe Sunchon durch X, fo wird man erhalten: 2 

mn. ! * Y—-xı’. | 
ri Anme'rkung. — 


u ig Ya. Es ift kaum noͤthig zu erinnern, daß häufig Der eins" 
| treteii Höhne, "in welchem die Auflöfung ſolcher Probfene' Wie Mafte 
der Analyfis überfleige, wenn nämlich die aufzulöfende Differenzials 

gleichung durch die bisher befannten Kunftgriffe nicht intearit werden 
kann. Wäre z. B. der Fall gegeben, daß (* 9) = —— ſey, fo 
muß, wenn y conſtant genommen wird, 
y:dx = r?2dz + 2?2dz 
feyn, welche Gleichung man aber noch nicht integriren kann. Weil 
man übrigend das Integrale mittelft einer Neihe barftellen ann, fo 
wird man, wenn diefes nur vollftändig angegeben wird, die Aufld« 
fung felbft mittelft einer Reihe erhalten. Wird namlih x = rn 
gefebt, und das Element dz als unveränderlich angefehen, fo koͤmmt 
man auf folgende Differenzialgleichung des zweyten Grades: 
y„du-- uedz=o, 
daher findet man durch Integration mittelft Neihen: 


24 28 

A l:- I +37. 227 ] 
24 4,8 

+8 Hat 


. wo für A und B was immer für Zunctionen von y gefegt werden 
fönnen. Setzt man demnad) - = f(y), fo wird man erhalten: 


0] 3 — — I-rb- ir — J, 


Ei Fr - Er ETERTITRTEE Ft] 





\ 
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durch welche Gleichung die gefuchte Sunction z durch bie beyden Wer: 
änderlichen x und y auf Die allgemeinfte Art auödgebrüdt wird. Weil 
wir alfo Methoden fennen gelernt haben, was immer für Differenzial- 
gleihungen durch Annäherung und zwar vollftändig zu integriren, fo 
werden wir alle hieher gehörigen Probleme wenigftens durch Annaͤhe⸗ 
zung auflöfen fönnen, wenn wir jene Methode zu Hülfe nehmen. 
Übrigens: können wir in diefem Höhern Theile der Analyſis die Auflö⸗ 
fung jener Differenzialgleihungen, welche in den erften Theil der Ana⸗ 
Uyſis gehören, als bekannt anſehen, fo wie wir auch bey unſerem weis“ 
teren Sortfchreiten in der Analyfid immer alles das, was auf die vors 
bergehenden Theile ſich bezieht, als eine befannte Sache betrachten 
wollen, wenn u ſ e auch nicht ganz vollſtaͤndig entwickelt worden ſind. 
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Kapitel IU 
Von der Aufloͤſung der Gleichungen, bey welchen eine der beyden 


. Differenzialformeln durch die andere auf irgend eine Art gegeben 


wird, 


Aufgabe ı0 
6. 73; Wenn z eine ſolche Funetion der beyden 
Veraͤnderlichen und y ſeyn ſoll, daß die Differen⸗ 


zialformeln (%) und (2) einander glei werden, 


fo ift die Natur jener Function im Allgemeinen zu 
beftiimmen. 


Auflöfung. | 
| Man fege (£) = p und (2) = qgı fo dep. 
dz=pdx- qdy , 


‚ wird, und bie Sormel pdx -+ gdy die Integration unmittelbar zus 


läßt. Weil nun der Aufgabe gemäß q==p feyn fol, fo wird 


dz = p (dx + dy), 

und wenn man x u feßt, fo wird man finden dz==pdu. 
Da diefe Formel für fi integrabel feyn fol, fo muß nothwendig p 
eine Zunction der veräuderlihen Größe u feyn, die außer ihr Feine 
andere Veränderliche enthält, und daher wird z= /pdu durd) die 
Integration felbft einer Function von u gleich werden, oder man wird 
2 = f(u) erhalten, welche Function offenbar ganz willfürlich ifl, 
fo daß jede Function von u, mag man diefelbe flätig oder discontinuir⸗ 

ih annehmen, flatt z gefest, unferer Aufgabe Genüge leiſtet. Da. 
nun u=x--y iſt, fo wird man für die Auflöfung unferes Pros 
blemes erhalten: 

z2=f(x + y) 


Um nun defto leichter einzufehen, wie diefe Sormel der vorges 
fohriebenen Bedingung Genüge thut, ſey d.f(u) = du.f’(u), und 
man wird wegen u=x + y erhalten: 


. dz=(dıs+dy)fe(x+y) =deife(x hy) + dyf (+ Y 
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alſo auch 


( JSr=tatn und 
(fr =q=l(-+y). 


° * de ' . 
Es ift demnach (2) == (2) oder q — p, gerade fo, wie 
eö unfere Aufgabe verlangt. 


3ufaß ı. 
"574. Welche Zunction von der Größe (x + y) man alfo aud 
Hilden und für z annehmen mag, fo wird fie immer die verlangten Eis 
genſchaften beſ bew, daß (z i ) = 2) ift. Eine folhe Function 


aber deuten wir burch das Zeichen f(x-4-y) an, fo daß :=f(x+y) 
wird. 


w 


3ufas 2 
$: 75. Geometriſch Taßt fich diefe Auflöfung auf folgende Art 
darſtellen: Wefchreibt man oberhalb der Are eine beliebige krumme 
Linie, die regelmäßig oder unregelmäßig feyn mag, und man drüdt 
die Abfciffe durch x --y aus, fo wird die Ordinate immer einen 
brauchbaren Werth für die Function z darbiethen. 


3 a ſ ab 3. 
g. „6. Die Allgemeinheit diefer mittelft Integration erhaltenen 
Auflöfung beruht darauf, daß wir für z eine unbeftimmte Function 
der Größe x--y, die ſtaͤtig oder discontinuirlich ſeyn Fann, gefunden 
haben, die nämlich immer den Bedingungen der Aufgabe entfpricht. - 


Anmwerfung ı. 


$. 77. Das Bundament der Auflöfung fügt fich auf das Prineip, 
daß die Di iffereuzialformel pdu nur dann integrabel ſeyn kann, wenn 
die Größe p eine Function von u oder umgefehrt u eine Function von 
p iſt, fo daß Feine andere veränderliche Größe in der Rechnung ers 
ſcheint. Mag übrigens p was immer für eine Bunction von u bezeich- 
nen, fo wird man das Integrale, wenn es fich auch nicht wirklich dar⸗ 
ftellen läßt, fich doch immer als möglich denfen Fönnen ; denn bezeichnet 
u eine Abfeife, und p die zugehörige Ordinate irgend einer regelmäßi: 
gen oder unregelmäßigen Curve, weßhalb auch jede Function von uw 


— (1 


in weiteften Sinne genommen werden Fann, fo gibt ber Flacheninhalt 
/pdu jener frummen Linie den Werth der Integralforuef. /p day 
weicher wieder ald eine Zunetion von u angefehen werden Fann; es 
ftellt daher auch umgefehrt jene Sunction von u die Natur der Ins 
tegralformel /pdu volliiändig dar. Daß aber jerie Function der 
Groͤße x+-y, welche für z genommen wird, der Bedingung: entfpkicht, 
daß man in dem Differengiale dz=pdxr+ qgdy erhaͤlt p 


oder (z -) = n) ift für fich fo einleuchtend, daß man einer 


weitern Gestern, durch Benfpiele gar nicht nöthig hat. Denn würde 
man 3. B. feßen: 

z==." +b(x+y) + (x+y)’= ss -bithbytetasyty% 
fo wird man dur Differenziation erhalten: 

’ dz 


=b-+2x+ 2y und 


= == b + 32x 4 2Y, 
welche beyden Werthe wirklich unter einander gleich fi ind. 


Unmerfung 2 
$. 78. Wenn z eine Function der beyden Veraͤnderlichen x und 


iſt, und man ſetzt 
da — pdx -4 qdy, fo daß 
) =p um (* =q 

dı dy | 
wird, fo fey der Gegenftand diefes Kapitels die Auflöfung jener Pros 
bleme, bey welchen irgend eine Sleichung -zwifhen p und q gegeben 
wird, in der aber Feine der übrigen Veränderlichen x, y, z erfcheis 
nen foll. . 

Wenn demnach irgend eine Gleichung zwifchen den beyden For⸗ 
meln p und q und conftanten Größen gegeben wird, fo hat. man die 
Natur einer Function 2 der beyden Veraͤnderlichen x und y fo zu TE 
flimmen, daß den durch Differenziation fih ergebenden Formeln 


p= (&) und q = (2) jene feftgefegte Bedingung entſpricht. 
Die Abhandlung über dieſe Materie haben wir bereits begonnen mit 


dem einfachſten Falle, wo p==q iſt, deſſen Auflöſung auch mit Huülfe 
des eben erflärten Princips-ausgeführt werden kann. Aher eben dieſes 


r 


- w—.,e-rn 


— 62 — 


Princip ik auch für die Auflöfung des folgenden allgemeinen Pro- 
blemes binreichend. 

Aufgabe ıu 

F. 79. Die Natur der Function z im Allgemeinen 


zu befliimmen, wenn z eine ſolche Sunction der be 


den Veränderlihen x und yfeyn foll, daß 
:()+°G@ 


Auflöfung. 
“ Bird —nieh ads gelegt, fo fol pt hgern wer· 
den. Danng =! 


dz=pdı 4 (5) dy, oder 


de = J. dy +35 (dx — ady), 


und diefe Formel muß integrabel om Weil aber der Theil 5 dy für 
fi integrabel ift, fo muß auch der andere Theil die Integration zu: 


wird. 





E if, fo wird man finden: 





laſſen; wird demnah Bx — ay = u gefebt, damit der zwepte Theil 
übergeht in 5 . du, fo ift einleuchtend, daß p felbft eine Function | 


von u ſeyn, und der durch Integration fich ergebende Ausdruck eben 


falls ald Zunction von u=PBx— ay erfcheinen müſſe. Setzen wir 


ſonach 
Sp Gax — ady)=f (dx —ay), 


fo werden wir erhalten: 
= 37 + ß * (Bx — ay), 
oder die geſuchte Gleichung, aus igæ die Befchaffenfei der Suncs 
tion z hervorgeht, wird ſeyn: 
Bz=yy+tf(ßx — ay), 
woben dad Zeichen £ eine beliebige continuirliche oder discontinnirliche 


Zunction des nachfolgenden Ausdruckes Bx — ay andeutet. Bezeich⸗ 


| 


nen wir das Differenziale des Ausdrudes f (w durch du.f (0) ‚ fo 


wird man haben: 


= 03 — 
p= . ex — ay) und 
y= 5 >53 ze ezzayı 
und hieraus ergibt ſich endlich aſfeba 
aptrßger. , 
Zuſatz 1. 


6.60, Die Aufloͤſung führt auf dasſelbe Reſultat, wenn wir für p 
Y-Pa 
@ 





feinen Werth p = fubftituiren; denn dann wird 


dz = 2'dx + E (ady — Pdz), 
und demnach findet man auf diefelhe Art: 
=. +-f(ar — Be) 
Obgleich diefe Formel von der vorhergehenden Gleihung abzu- 
weichen ſcheint, fo Läßt fie ſich dennoch Leicht auf diefelbe zurüdführen, 
. indem man dort 
tGx - a )=terzen,? - P (ar — Br) 
feßt, welcher Ausdruck aud) eine Zunction von Bx — ay iſt. 


Zufaß = 
$. 81. Wenn alfo in der Formel dgs=pdx + ad; y wegen 
amı,ß=ı w.y=ı, bie Größe ptgs=ı. ſeyn po, fo 
führt die * Aufiöſung auf feuer Gleichung: 
26—-95 | 
Hat man demro irgend eine Curve conſtruirt, und es entſpricht 
der Abſciſſe <—y die Ordinate v, fo wird y Pr ſeyn. 


Anmerfung. 

4. 82. Wird eine andere Relation zwiſchen p und q feſtgeſetzt, 
fo fann man die Auflöfung nicht auf diefelbe Arc ausführen, fondern 
man muß ſich eined andern Princips bedienen. Die Richtigkeit hier- . 
von erhellt aus den erſten Elementen der Integralrechnung. Es muß 
naͤmlich bemerkt werden, daß | 


| ‚Spdx = px — /xdp 
(9 und auf ähnliche Art, . 


— 64 - 
Sady a ay — Sydy, 
fo daß man, weil 
z=/(pdx + ady) 
ift, erhalten wird: en 
z=pı404y — S(<dp + ydg). 
Wie man aber dieſes Princip auf die Auflöfung folcher Fragen, 
wie die in diefed Kapitel gehörigen find, anzuwenden habe, wird in 
den nachſtehenden Aufgaben gelehrt werden. 


Aufgabe ı=. 
$. 83. Es foll z eine foldhe Sunrtion der beyden 
Beränderlihen x und yfeyn,daßpq = ı wird, wenn 
man dz = pdx + qdy fest; man beftiimme im Allge 
meinen die Natur der Bunction z 
Aufldöfung. ne 
Nach dem vorher feftgefepten Princip bemerken wir, daß 
== px + 47. — S(cdp+ rdg) 
feyn werde. Da num q = wegen pq=ı if, fo wird man 
erhalten : 
z=pı-H+- — (zdr — * 


Die Formel na fi (x — A dp muß alfo — ken allein 


im Allgemeinen läßt der Ausdruck fudp die Integration nur dann zu, 
wenn u eine Sunecion von p if. Es muß daher in unferem Salle die 


Stöße x —_.t 53 bloß eine Sunetion von p ſeyn; daher wird auch das 


Integrale 7a x — 5) nur eine Function von p ſeyn, und wenn 


wir dieſe durch £ (p), ihr Differenziale aber durch dpf’(p) beieichner, 
ſo wird ſeyn: 


z=pxı-+ = — @ und 
—_,7 fv 
iz =t0). 


Um alfo unfer Problem auflöfen zu Fönnen, mülfen wir eine 
neue Veränderliche p einführen, durch welche in Verbindunig'mic y 


zum 05 


die beyden übrigen x und z beflimmt werden. Man nehme daher die 

Veränderliche-p, bezeichne irgend eine Function derfelben durch f (p), 

und die hieraus durch Differenziation abgeleitete Function durch f’ (p), 

und nehme erſtlich on 
x * 5* f’ (p), 


o wird man fodann finden: 


= 4 pf’ (p) 1), 
velches die gefinchte allgemeine Auflöfung unferer Aufgabe ift, 
Zuſatz ı. 


$. 84. Hier läßt fi ich alfo die gefuchte Function z, durch x und y 
auögedrüdt, nicht in entwidelter Form arten, weil fid) im Allge: 


meinen die Größe p aus der Sleihung x — = f’ (p) durd 
x und.y uicht ausdrücken läßt. 
EEE Be 
$. 85. Nichtsdeſtoweniger aber ift die Auflöfung für brauchbar 
und vollſtaͤndig zu halten, weil durch Einführung der neuen Veraͤnder⸗ 
lichen p aus den beyden von einander unabhängigen Variablen y und p 
die beyden übrigen x und z beftimmt werden. 
Zuſat 
4. 86. Wenn wir  (p) = a +, * ſetzen, ſo werden wir finden 


N 


wat und Fa 
(x — a) = ß +7, X. J 3.1 





alſo p = V —— und daher wird ſich die geſuchte Function z 
unter folgender Form darſtellen: 
ayVı—a , ay+ Pr — —aup 
Vet. Vezäßtn Va=zae+y 


z = 2Y(x—.a) (y+Bß), 


welches eine partieulare Auflöſung iſt, und die einfachſte iſt z= avar. 
Euler's Integrafrschnung. 1. 9». 5 


a 


— (0 — 


ie Anmerfung ı 


. 87. So wie die Auflöfung dieſes Problemes aus einem am 
dern Principe abgeleitet worden ift, fo weicht aud die Form der Auf⸗ 
loͤſung von den vorhergehenden Formen ab, weil fich hier die Gleichung 
zwifchen x, y und z nicht in einer entwicelten Form darftellen Läßt, 
fondern eine neue Veränderliche p eingeführt wird. Weil alfo vorher 
eine einzige Gleichung zwifchen den drey Weränderlichen x, yundz 
die Auflöfung enthalten hat, nun aber eine neue Veränderliche p hinzu⸗ 
fommt, fo erfordert die Auflöfung zwey Gleichungen zwiſchen biefen 
vier Veränderlichen, und fo finden wir für unfern Ball: 


z=px +7 —f(p) und 


x — 2 =f!(p), 

wobey 

| d.fp)=dp.f(p, u 
wo wegen des unbeftimmten Functionszeichens f, welches fich auch auf 
discontinuirliche Functionen erſtreckt, die Auflöfung ſich als allgemein 
darftelle. Wenn wir hier die Größe p eliminiren fönnten, ſo würde 
eine entwidelte Gleichung zwifchen x, y und z zum Vorfchein kommen; 
diefe Elimination aber gelingt, fo bald eine algebraifche Junction von 
p für f(p) genommen wird; im Allgemeinen aber Fäßt fich diefe Glei⸗ 
chung nicht abfondern. Demungeachtet aber fann diefes Problem mit 
Hülfe einer beliebig angenommenen Curve durch Eonftruction darge 
ftellt werden. Denn wird irgend eine reguläre oder irreguläre krumme 
Linie angenommen, fo fee man die Abfeiffe = p, die Ordinate 
(p)=r, und man wird erhalten f(p) = /xdp ald den Flaͤchen⸗ 
inhalt derfelben, und wenn man diefen = s feßt, fo werden die bey- 
den Gleichungen 





* 237 und 


=mpr+.—e 


die vollftändige Auflöfung des Problemes darbiethen. Nimmt man 
nämlich für x einen beliebigen Werth, fo wird y — p: @—r) wer» 
den, und daher ergibt ſich 


z = 2px—pr—s, 


bey welcher Auflöfung rükfichtlih der practifchen Anwendung nichts 


— 07 — ⸗ 


zu wünſchen übrig bleibt. Hieraus erhellet, daß es ſich zufaͤllig ereig⸗ 
nen koͤnne, daß man zwar neue Veraͤnderliche einführen müfle, und 
dam die Auflöfung durch drey Gleichungen gegeben wird, und audy. 
in dieſem Galle wird die. practifche Anwendung Feine Schwierigkeit 
haben. | 
Anmerfung 2. 

$. 88. Da für die Formel dz = pin + qdy die Gleichung 
pq= ı Statt finden muß, fo läßt fi durch Einführung des unbe⸗ 
flimmten Winfeld 9 unfere Aufgabe noch auf eine andere Art, in einer 
eleganteren Form auflöfen. Denn fegt man’ pP — tang. 9, ſo wird 
qm cotang. 9, und weil 

| dz = dx. tang. 9 +dy. cotang. 9 

ift, fo wird man durch die oben angedeutete Reduction erhalten : 


a (a -—): 


cos.? ꝙ sın.? © 


woraus hervorgeht, daß die Formel ——— — 
20 sin. sin.2o 


von 9 ſeyn müſſe. Vezeichnet man diefe durch f’ 9 und b fept den 
Integralausdrud 
Set Or 


fo werden die beyden Gleichungen, welche die Aufloͤſung ale, 
folgende ſeyn: 


eine Function 


x op 
| Cos25  Ainie * (9) und 
- z=xtngp + ycotang.p —fl(p)ı,. 
aus welchen man nun nach Gefallen x oder y eliminiren Fann; ja es 
laſſen fi) fogar diefe beyden Veränderlihen wegfchaffen, und dann 
werden x und y, durch die beyden andern Bariabeln z und 9 ausge⸗ 
druͤckt, unter folgender Form erſcheinen: 


x = iz cotang.9 + + cotang. 9. f (9) + : 008.2 9.f’ (9) 

y=j;z un.p4+; tag p.f(p) — + sin?p.f/(p). 
Nimmt man alfo hier die Differenzialien und ſetzt dy=o, 
fo wird ſich aus der legtern Gleichung eine Relation zwifchen dz und 
dp ergeben, und wenn man daher den Werth von dp in der erftern 
Gleichung fubftituirt, fo muß notäwendig dz= dx tang. 9 werden. 
Wird auf aͤhnliche Art dxo geſetzt, fo wird man aus der andern 
Gleichung dz == dy. cotang.p erhalten, 
5* 


— (8 — 


Yufgabhe ı3. 
589 @ey a eine ſolche Function der beyden Ber 
Anderliden x und y, daß p + q? = ı wird, wen“ 


ds eu.pdx + qdy gefegt wird; man beſtimme im All 
gemeinen die Natur der Function z. 


Auflöfung. 
Da man durch Medustion erhält: 
2= px +47 — Sdp-+ydg) 
fo wollen wir zur Vermeidung der irrationalen Größen 
— r? 
P= r2 und I= IR 
ſetzen, dern dann wird pp + q?=ı. Es wird aber ſeyn 
— 4rdr _ adr (—n) 
= (ı £ r2)2 und Et (G(.+ r3%. _ 
und daher findet man: | 
(—- nN)xı--ary muzrmten 
= In + (rise — 
Da nun dieſe Integralformel eine Function von r bezeichnet, fe 
feße man diefelbe = f (r) und ” Differerziale —=dr.fi(r), und 
man wird erhalten: | 


ıır -y(ı— 2) 


Gr en un 
(G’— r2) 
= ur er ee 2f (r). 


Hieraus ergibt fih nun 
(— r?)y (1 + 72)? 
x — + — ff), 
und daher wird'feyn: 
„— tr oe rote 
Zufatz 43. 

$. 90. Wollen wir die rationalen Größen nicht vermeiden, f 
werden wir wegen g= Vı pp wdg= —pdp er alten: 
| gas I ‚ 





z=px + yVı—p: — /dp 5 


1 — pie. 


Segen wir demnad 
| s=pr + yVYı—p —f(p), 
fo finden wir — | 





„_L_PI _ oe y 
Va (pP) 
Zufag 2 


F. 91. Die einfachfte Auflöfung wird zuverläßig erhalten, wenn 
man P/(p) = o nimmt, und daher wird, weil x am PT _ in: 




















—— 
X 
= : md Yı—p= — 
—— Vũ 
alſo 
— —5 
2 = —— x ⸗ 
— +3 
Aus diefem Werthe ergibt ſich nun 
dz D x 
— = und 
9) P 12 y2 
de 
( 7 -) q= — folglich 2 
i Prgymı 
Zuſatz 3% 


G. 92. Seen wie p= sin.9, fo wird q — cos. p Werden, 
und demnach 
z=xsin.p9 + y co0s.9 — /dp (x cos. 9 — y sin. 9); 
diefes Integrale wird = f (9) feyn, und dad Differenziale desfelben 
== dp .f! (9); demnad) werden wir erhalten: 
| za=xsin.p + ycos.p —f(9) und 
x cos. 9 — y sin. 9 (9). 


Aufgabe ı% 

F. 93. Wenn z eine foldhe Function der beyden 

Beränderlihen x und y feyn foll, daß, wenn man 

‚. dz = pdx + qdy fest, die Größe q einer gegebenen 

Sunetion von p wird; fo ift im Allgemeinen die Natur 
Diefer Function z aufzuſuchen. Ä 


x 


— 70) mu 
Auflöfung. 
Da q eine gegebene Zunction von p ift, fo ſeze man dgeardp, 
fo wird auch r eine befannte Function von p Uaggichnen. Unſere all 


gemeine Gleichung, welche die, Auflöfung gibt, wird daher folgende 
Form annehmen : 
z=pxr+qy— fdp(x-+ry), 
woraus erhellet, daß daß Integrale Jdp (x + ry) eine Sunction von 
p feyn werde, und wenn wir diefe allgemein durch f (p) bezeichnen, 
ihr Differenziale aber durch dpf’ (p); fo werden wir erhalten: 
z=px+qy— f(p) und 
x+ry=f(p, 
| weiche zwey Gleichungen die Auflöfung unſeres Problemes in der größ- 
ten Allgemeinheit enthalten, in wie fern nämlich f(p) irgend eine 
ftätige oder discontinuirliche Bunction von p bezeichnen fann. 


Zuſatz ı. 
F. 94.eDaq eine gegebene Sunction von p bezeichnet, und das 


rr= m it, fo wird, wenn bie unbejtimmte Senerion von p, 


nämlich PAGE —P geſetzt wird, wegen (pp = * die Aufloͤſung 
in folgenden zwey Gleichungen enthalten ſeyn: 


z=pı+qy—P und 
| Ä xdp-t ydq = dP. 


Zuſatz = 
F. 95. Bedienen wir und zur Auflöfung irgend einer Curve, 
nehmen bey derfelben die Abſeiſſe = p und die Ordinate = f’ (p), 
fo wird der Slächeninhalt diefer Curve den Werth von f(p) geben. 
Bezeichnet man aber die Ordinate durch f (p), fo wird f/(p) die Tan⸗ 
gente des Winfels darftellen, welchen die Tangente der Curve mit der 
Are bildet. 


Unmerfung. 

4. 96. So kann alfo jede nach Belieben befchriebene Curve, fey 
fie ftätig oder in itgend einer analytifchen Gleichung enthalten, oder 
“mit freyer Hand wie immer verzeichnet, zur Auflöfung unferes Pro’ 
blemes gebraucht werden, Denn wird die Abfeiffe mit p bezeichnet, 


— TI] ee 
fo fann die Ordinate entweder zur Darftelung von £(p) oder von 
f! (p) genommen werden, und es läßt ſich nicht Teicht behaupten, 
welcher von beyden en für die Praris bequemer fey. Wenn aber 
derley reelle Probleme vorfommen, fo beftimmen gewöhnlich die übri- 
gen Umftände die Auflöfung, und ed läßt ſich aus denfelben für jeden 
Fall die zweckmaͤßigſte Conftruction leicht entnehmen. . Die Probleme 
aus der Mechanik aber, bey welchen diefer Theil der Integrafrechnung 
angewendet werden muß, führen immer auf Differenzialformeln der 
zweyten und der höhern Ordnungen, deren Auflöfung wohl nicht früs 
ber unternommen werden fann, als bis man für die Differenzialfor- 
meln des erften Grades eine Methode aufgefunden hat. Bisher konn⸗ 
ten wir zwar die vorgelegten Aufgaben vollftändig auflöfen; wenn aber 


eine vorgefchriebene Bedingung die Relation der Ausdrüde (2) 
und (5) durch die übrigen Veränderlichen x, y und z beſtimmt, fo 


gelingt im Allgemeinen die Auflöfung nicht mehr, außer wenn die feſt⸗ 
gefepte Bedingung nur eine einzige Veränderliche mit den beyden Dife 


ferenzialformeln verbindet. ' 


r 


— 72 ⏑— 


Kapitel W. 


Bon der Auflöfung der Gleichungen, bey Welchen eine Reletien | 
zwifchen den beyden Differenzialformeln und einer der‘ drey 
Veränderlichen gegeben wird. 


A uf gabe ı5 Ä 
. 97 Wenn z eine ſolche Function der beyden 
Veranderlichen x undy ſeyn ſoll, daß gq = pie, 


wenn man da = pdx + qdy fest, fo ift die Natur die 
fer Sunetion im Allgemeinen zu beftimmen. 


Auflöfung 
Da 


_ g=piır4+ FT, (era) 
iſt, und diefe Formel integrabel ſeyn ſou, ‚fo muß nothwendig px, 
und daher auch z eine Function der Größe Ix 4 2 ſeyn. Die Auf⸗ 
loͤſung unſeres Problemes wird ſich daher im Ylgemeinen fo. geftalten, | 


daß die Öleihungen 
G% — y 


pr=t|ir4+ +2] 


Statt finden, indem man nämlich immer d.f (u) = du. fı (a) ſetzt. 
Hieraus aber wird ſich ergeben 


? — _ " s(1x 4 ) und 
= — 7 0— 4 2)» 
alſo qg= —, gerade wie es die Aufgabe verlangt. 


6. 08. Da Zufaß ı. 
. 08. 


2 = px — /sdp fe 


= px 7 /px (7-7 





. ze 73 U 
it, fo läßt ſich hieraus noch eine andere Auflöfung ableiten... Dean 


wenn wir 
d. d 
(7 -7)= C— ") 
ſetzen, ſo werden wir erhalten: 


prof (2 — Ip)» 
2* e (2 — 1?) + ı(? - 1p). 


Zuſatz = 
5 99. Bey diefer Auflöfung wird demnach eine neue Veraͤnder⸗ 
liche p eingeführt, und durch dieſe und die Größe y zugleich beſtimmt 


man erſtlich 
| rl), 
und dann die gefuchte Function felbft, nämlich 
= px+f(2—1p). 


Die. vorhergehende Auflöfung aber verdient ohne Zweifel den 
Vorzug var vieler Iegteren, weil dieſelbe die Größe z unmittelbar 
dur) x und y ausdrüdt. 


und daher 


Anmerkung. 


$. 100. Damit wie dieſe beyden Aufloͤſungen mit einander vers 
gleichen fönnen, fo müffen wir, weil in denfelben willfürliche Func⸗ 
tionen verfchiedener Natur erſcheinen, auch verſchiedene Kennzeichen 
gebrauchen. 

Da alſo die erſte Aufloͤſung auf die Gleichungen führt: 


—E =: (7 + 1x) und 
pr= e.(? 4 ix), 


die andere aber auf die Gleichungen: 
z=F +) und 


px = F(? — Ip), 


% 


— 74 vum 
fs iſt cialeuchtend, daß folgende Gleichungen Statt finden werden: 


v( 41) 40 — ie) und | 
f (? +1x) —F ( — Ip) + F/(! — Ip). 


Hiedurch wird nicht allein die Natur und Beziehung der beyden | 


durch £ und F bezeichneten Functionen beftimmt, fondern e8 muß hier: 
aus auch die Gleichung 
px=f(l +1) 

folgen, was nicht fo Flar vor Augen zu liegen fcheint. Allein eben def 
halb iſt diefed Problem um fo merfwürdiger, weil die zweyte Auflö- - 
fung, bey welcher eine neue Veränderliche p eingeführt wird, . über 
einflimme mit der erftern, wo z durch x und y unmittelbar bejtimmt 
wird, und die Übereinflimmung diefer Auflöfungen dennoch nicht dent: ' 
lich gezeigt werden Faun. Wenn wir. daher auf foldye Auflöfungen 
ftoßen, wie fie bey den letztern Aufgaben des vorhergehenden Kapiteld 
Statt finden, in welchen eine neue Variable eingeführt wird, fo dürs 
fen. wir nicht gleich alle Hoffnung, jene Veränderliche zu eliminiren, 
aufgeben, da in dieſem Falle die zwente Auflöfung fich zuverläßig auf 
die erflere bringen laͤßt, obgleich die Art und Weile, diefen Zweck zu 
‚erreichen, nicht fogleich in die Augen fällt, die wir jedoch weiter. unten | 
im $. 219 nachweifen werden. 


Aufgabe 16. 


$. 101. Sey z Line folhe Function der beyden 
Veränderlihen x und y, daß, wenn man 


dz=pdx-+ qdy 
ſetzt, q=pX-+ T wird, wobey X und T beliebige 
Sunctionen von x feyn mögen; man beflimme die Na: 
tur der Sunction zim Allgemeinen. 


u Auflöfung. 
dz= paꝝ + pXdy + Tdy 
ift, fo feße man p —r — — , damit man erhalte: 
dz=rd« — "SE + rXdy 
— Tdx 


77 + (rar). 





Da alſo 


J, 
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Hat man diefe Reduction ausgeführt, fo ift einleuchtend, daß 
bowohi rX, als auch 1 
SL (Z+är) . 1 


eine a der Groͤße y + — fegn werde. Wenn wir daher 


Sex wtär)=t(r+f[?) 


feßen, fo werden wir erhalten: 


X=t(y 5 


und dann wird die geſuchte Function ſeyn: 


— —— 


welches Integrale wegen der durch f angedeuteten unbeſtimmten Fune⸗ 
tion vollſtaͤndig iſt. Nun aber wird man erhalten: 


P=Z-+zt( +/2) und 
g=#(r +) 


und daher Ieuchtet ein, daß auch q = *4 T ſeyn werde, Beil 
‚aber X. und T gegebene Sunctionen von x Na fo ſiehen die Integral⸗ 
X 


formeln = und 








3 u fa tz 2, 
j $ 102. Bisweilen wird die Auflöfung dadurch Ya ‚ weun 
man der vorgefchriebenen Bedingung gemäß P = < -z ſehtzet, 
denn dann wird 


ra 





de 


+ gr + ady und 
= 7 +/4 (+ 2) 
nun if offenbar 
MORDELIGNE) 


und fo fommt die vorhergehende Auflöfung ſelbſt zum Vorſchein. 


% 





—— 7/0 (m 


8uſatz = 
s. 103. Auf diefelbe Art wird die Aufgabe aufgelöß, wenn de 


Bedingungdgleichung qspY-V , woben Y nnd V gegebene Zum 


tionen von y find, vorgelegt wird; denn dann wird man erhalten: 
| dzapdx LpYdy+ Vdy mb 
, z=/Vdy-+-/p (dx + Ydy). 
Es wird alfo | 
Sp (dx + Yay)= f(x + /Ydy), 
und bie Auflöfung wird feyn: j 
z=/Vdy+f 3 ram 
demnach findet man 
p=f(x +4 /Ydy) und 
g=V+TYf (x + /Ydy). 
Ä Anmerfung. 

F. 104. Die Form der bier gefundenen Auflöfung wird uns E 
lehren koͤnnen, wie das Problem beſchaffen ſeyn müfle, damit das 
felbe auf diefe Art aufgelöft, und die Function z durch die beyden 
andern Veränderlihen x und y dargeftellt werden fönne. Denn es 


ſeyen K und V was immer für Sunctionen von x und y, fo erhalten 


wir durch Differengintion 
dK == Ldx + Mdy und 
dv = Pdx -+ Qäy. 
Gehen wir nun von der Auflöfung aus, und feben 
z=R--f(V), 
fo werden wir duch Differenziation finden: 
des Lds -Mdy-+ (Pdx+ Qdy) f m. 





Weil wir nun durd) Vergleichung diefer Form mit der ange: 


nommenen 
da = pdx + qdy 


p=L-+PL(W ww 
g=M+0Fm; 
ſo wird folgende Gleihung zum Vorfhein kommen: 
Qp—Pg=LQ—MER. 


erhalten: 


— — m. 


zn 7TT SEE 


Wird daber die Aufgabe vorgelegt, daß, wenn 
de=pär hair 4 
geſetzt wird, bie a | Eu an 
| o= 2 F+M— -_ ’ 
Statt finden fol, fo wird die Auflöfuhg z=B+f(V) In / wenn 
nur M und L und eben fo P und’Q fo beſchaffen ſind, daß | 
En ‚Lasst Mdy= k ‚und . 
wird; ; allein. ‚diefe Fälle gehören in dad fe Kapitel 


I Aufgabe am“. nr 
: Gradi Es follz eine folde Benetion. ber: Heyden 
Veranderlichen x und y ſeyn, dad, wenn man 
dz = pdx + qdy BE 
fept, g=Px-- U wird, wo P’ and IT gegebene Func— 
siönen von p ſeyn ſollen; man fuche im Allgemeinen 
bee Natur der Bunction! z. ju beffimmen. 


rs 3 


| | u Auflöfung 
Da alfo 
dz= pdz + Pxdy F ady 
if, f wird man erhalten: 
ker +s@edy + Hay — zip) 
Nun fee mn Pxc-7 = v, ſo bob = —— 
man wird finden: 
f z=pr-4 far). 
Keil P und n Bunctionen von p ſind und daher der Ausdrut 
fa — ” gegeben ift, fo wird man erhalten: _ Du 


fen. 
und bieraud erhellet, daB fowohl v.ala auch fr (@ y- = eine 


Sunction von y — [3 <p feyn muͤſſe. Eon wir alfo 





iſt, "und 


em 78 ui 


rw =G-f®) 


fo werden wir erhalten: 


‚=Pr+n=tlr SF), 
EHEN a 
dann. aber wird Ä nn 


— ———— 


Zuſatz ı 
F. 106. Bey der Auflöfung dieſer Aufgabe wird ebenfalls eine 
nee Veränderliche p eingeführt, wodurch zugleich mit -y..zuerft die 
Veränderliche x, dann aber die gefuchte Function z felbft. beſtimmt 
wird, 


und daher 


Zuſatz 3 
g 107. Allein diefe neue Variable p Iäßt fich aus der Rechnung 
nicht wegſchaffen, wie dieß früher gewöhnlich geſchah, weil. hier. P und 
TE Sunctionen von pP bezeichnen ‚ deren Natur nur auf unfer Problem 
influirt. 


3ufag 3. nn 
$. 108. Auf ähnliche Art wird die Aufgabe aufgelöft werden, 
wenn durch Vertaufchung der Größen x und y die Größe p duch y 


und q fo befliumt wird, daß p=Qy-* ift, wohn Q und. 2 I 
befannte Zunctionen von q bezeichnen. | 


Anmerfung. 


| $. 109.7 Wir haben uns vorgenommen in Diefem Kapitel ſolche 
Aufgaben zu behandeln, deren Bedingung durch eine Gleichung zwi⸗ 


ſchen den beyden Differenzialformeln (2) = Pr 6 4 und 


einer der drey Veraͤnderlichen x, y, 2 auf irgend eine Weife ausge⸗ 
druͤckt wird. Die beyden Probleme aber, die wir von dieſer Art hier 
entwickelt haben, umfaſſen nur gewiſſe Faͤlle, und die Auflöfung der: 
felben laͤßt fich nach einer eigenthümlichen Methode durchführen, "und 
wird zugleich auf einfachere Formeln zurücdgeführt. Bey der letztern 
Aufgabe haben wir die Relation zwiſchen p, q und x fo angenommen, - 
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8 q=—=Pxr- m iſt, oder daß in dem Werthe von q, außgedrüdt 
Burch p und x, Die Größe x den erfien Grad nicht überfchreitet; bey 
era erften Probleme aber fo, daß g—= pX -+T wird, oder daß 
im dem Durch p und x ausgedrüdten Werthe von q die Größe p nur 
eine Dimenfion erhält. Übrigens wird es gut feyn, zu bemerken, 
Daß im Allgemeinen fowohl die Größen p und x, als audy die Größen 
gg und y vertaufcht werden Fönnen. Denn da 


/pdx = px — /xdp 
ER, fo wird man flatt 


z = /(pdx + qdy) 


'z=px + /(qdy — xdp). 
Auf ähnliche Art ift 


z=qy-+/(pdx — ydq, 


z=px-+ qgy— /(xdp + ydg). 

In allen Fällen, in welchen demnach eine diefer vier Integrals 
formeln die Integration zuläße, werden aud) die drey übrigen Sormeln 
üntegrabel ſeyn. Da.wir nur im vorigen Kapitel die erfte diefer For⸗ 
wein aufgelöft haben, wenn p oder q auf irgend eine Weife Durch x 
and y gegeben wird, fo wird fich auf ähnliche Art die zweyte Formel 
"auflöfen laffen, wenn q durch p und y gegeben iſt, die dritte Formel 
‘aber, wenn p dur) x und q, und die vierte Formel endlich, wenn 
entweder x durch p und q oder y durch p und q auf irgend eine Art 
‚gegeben iſt. Da fich diefe Fragen im Allgemeinen beantworten laſſen, 
fo wollen wir fie in.der folgenden Aufgabe entwideln. 


” Aufgabe ı8. 

$. 110. Sey dz = pdx 4 qäy;. wenn nun burd 
irgend eine Gleihung die Relation zwifhen p, q 
and x feftgefept wird, fo foll die Natur der Sunc- 
tion 5, wie fie auch durch die beyden Veränderlidhen 
x und y beflimmt werden mag, im Allgemeinen auf 
gefucht werden. | 


erhalten: 


allo auch 


Auflöfung. 
Man fuche aus der zwifchen p, q und x vorgelegten Gleichung 
den Werth von x, welcher irgend einer Function von p und g gleid) 


— 80 — 
ſeyn wied. Da nun 
“= zeprhgy— Sad +srd) 
ift, und weil x eine gegebene Bunction von p und q bezeichnet, ſe 


integrire man die Formel xdp, indem man die Größe q ald ‚sonflant | 
betrachtet, und es ſey 


JSsdip=V-f(g) . 
fo wird V eine befannte Zunction von p und q feyn, durch deren 
Differenziation man erhält: 

dV==xdp 4 Sdg, 
woben auch S eine befannte Zunction von p und q feyn wird. Weil 
nun die Formel /(xdp-+- ydg) die Integration zulaffen muß, fo 
wird fie dem Ausdrude V + f (q) gleich werden, und demnach findet 
man durch Differenziation 


xdp-- ydg=xdp + Sdg + dgf’(g),.. alfo 

y—=—5 +f (g), uw 

‚z=pı+ yqy— V— f£(g, oe. 

„z=pxtögrgf(d —- (0 — V. 

Mon gelangt demnach auf folgende Art zur Integration x 
Erſtlich wird durch Die feitgefehte Bedingung x durd) p und q ge⸗ 

geben; dann betrachte man q ald unveränderlich und febe.V mo /xdp | 
und umgefehrt AV = xdp-+- Sdgq.. Sind aber V und. S mitielk 
p und q gefunden, fo werden die übrigen Größen yund z durch bie 
felben auf folgende Art ausgedrückt werden: 


y—=S--f(gq) und 

z=pxe +Sq+qgf()— (0) vw | 
welche Auflöfung auch für vollftändig und ganz allgemein anzufehen 
iſt, weil £ (q) eine beliebige Bunction von q, fowohl eine Rätige, als 
auch eine dißcontinuirliche bezeichnet. 


| Andere Auflöfung. Ä 

F. 111. Oder man fuche aus der zwifchen p, q und x gegebe⸗ 
nen Gleichung den Werth von p, auögedrüdt durch x und q, fo daf 
p irgend einer befannten Sunction der beyden Veränderlichen x und g 
gleich werde, durch welche wir auch die übrigen Größen y und z {u 1. 
beftimmen trachten müffen. Zu diefem Zwede bedienen wir uns der |. 
Kormel . j 
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z=qgy-+ S(pdx — ydg), 
und ba p eine Function von x und qift, fo wird es eine folche Func⸗ 
tion V von derfelben geben, daß 
| dV=pdı + Rdg 
wird. Man feße demnach) 
/edx— yd=V+f @; 
fo wird man finden: 
y=—R-—f(g) um 
z=zuy+V+f(g. 


j | Zuſatz ı. 
$. 113. Beyde Auflöfungen geflatten in der Anwendung. diefelbe 
Bequemlichkeit, wenn aus der zwifchen p, q und x gegebenen Rela⸗ 
tion ich die Größe x eben fo leicht wie die Größe p beflimmen Täßt. 
Wenn ſich aber eine diefer beyden Größen bequemer beflimmen Täßt, 
fo wird man ſich jener Auflöfung bedienen, weiche für den vorgeleg⸗ 
ten Sal zweckmaͤßiger iſt. 


Z u ab 2. 

F. 113. Laͤßt ſich aber weder p noch x bequem beſtimmen, ſo 
kaun man dennoch hier die Auflöfung der Gleichungen einer beliebigen 
Ordnung, ja felbft der tranfcendenten Gleichungen als eine befannte 
Sache aufehen. Wenn fid übrigens auch q leicht durch p und x bes 
ftimmen läßt, " iſt dadurch für die Rechnung doch nichts gewonnen. 


3ufag 3. x 
$. 114. Nach diefem hoͤchſt allgemeinen Probleme aſen ſich auch 
die beyden vorhergehenden aufloͤſen; allein die ſo gefundene Aufloͤſung 
wird von der vorhergehenden abweichen, indem dieſe Auflöfung nad) 
einer befondern Methode abgeleitet worden ift, und es wird fich wohl 
der Mühe lohnen, diefe beyden Auflöfungen mit einander zu vergleichen. 


. Beyſpiel ı 
$ 115. Die Natur der Function z zu befiimmen, 
wenn q=pXÄ--T feyn foll, wobey X und T Fune⸗ 
tionen von x bezeichnen. | 
Guter’s Integralrechnung. HI. Bd. 6 
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Hier wird man ſich der letztern Aufloͤſung bedienen müffen, für 





welhe p = g—! iſt, und wenn man q als unveränderlich anſieht, 
ſo wird | 
v=/pdx=g — — , 

alſo wird 


dV dx 
1.) — / yY’ 
folglich wird die Auflöfung in folgenden Formeln enthalten feyn: 
q=pi-T; 
dx 
r=- [2-00 
ra 
— geHELD; 


die erftere Auflöfung aber ee ſich fo dar: 
‚.q=prx+T;5 


2 . = [U 2 








| Unmerfung. | oo 

$. 116. Die Übereinftimmung diefer zwey Auflöfungen laͤßt fih 
fo zeigen, daß aus der, welche wir hier gefunden haben, die vorher: 
gehende nad) einer gefeßmäßigen Solgerung gebildet wird. Denn da 


d 
‚asar- J* 


ift, fo fege man Kürze halber y 4 z =1v, ſo daß P(=—v 


wird; ed wird demnach umgefehrt q irgend einer Sunction von v gleih 
werden, und man fee g=F’(v), fo wird dg=dv.F“(v); 


alfo 

| dgf (= — vdr.FF(v)=— vd.F(v); 

folglid) durch Integration u \ 
(= —- /rd.FMW=— Pl) + /dv.F (m) 

| = — ı!’(WV-+-F(m. 

Da nun 


= /(-0t@+1@ 


-F_ = —o- 


— (5 m 
it, fo wird man erhalten: 
7 
—E — EM) HF, ode 


fir +). 


welches die vorhergehende Aufloͤſung ſelbſt iſt. 








Beyſpiel2. 
F. 117. Wenng=Px-+ IT ſeyn ſoll, wobey P'und 
MT gegebene Sunctionen. von p bezeichnen, fo fey eine 
Sunction z von der Beſchaffenheit zu finden, daß 
dz=pdx + qdy werde 
Hier werden wir und der erflern Auflöfung bedienen müffen, 


weil x — I ift. Man betrachte alfo q als conftant, und ſuche 
dp Idp 
— — 


7T pP 





V=/sd=q 
fo erhalt man: 


fe 


Man findet demnach für u Auflöfung 


re und 


+g/ + Pd D-4 ap 4 


oder ) 


„um + [Fra -1@- 


Als utäfung desfelben Falles aber haben wir oben ($. 105) 
gefunden: 


+0 fe) und J — 


q=Px+Rn, endlich 


— [IECSN 


Unmerfung ı 
. $. 118. Wir wollen nun unterfuchen, wie wir die hier gefundene " 
Aufloͤſung auf die obige zurückführen können. 


SH, 


6 * 


Weil wir oben ap 
y S[® = fi (0) | 
gefunden haben„ fo wird umgefehrt q ald Sunction der Gräfe ° 

r— f — erfcheinen; man feße ſonach 


dp 
— %/ _fj °P 
ı=r"(r /? 


und man wird ſogleich alten: 


— 45  Fı(y -[P)- 
Sey num Kürze halber y— /? — v, fo daß 
q=F (1) und v f⸗ ) 
wird, und es wird dann 
FO)=/gdv=qar— Srdgq = av — Sdgf (q) 
werden; alfo ift 
FwW)=gqgvr— f(g), wog 


t@=alr -/[2) -F( a, oder 
(= ı-SPr6-[F)-r0- ar 


ift. Subflituiren wir dieſe Werthe, fo werden wir finden :- 


1 








— — 
J —— ——— 
——— 


welches die vorhin gefundene Auflöfung ſelbſt iſt. 





Anmerfung 2% 
$. 219. Nachdem wir nun diefe Übereinftimmung gezeigt haben, 
fo werden wir auch den oben ($. 100) bemerften Zuſammenhang nad. 


— 055) m 


weifen koͤnnen, obgleich er weit verborgener zu feyn ſcheint. Die am 
angefuͤhrten Orte gefundene Auflöfung war: 


px =F ( — Ip) und. 


emp +F(l—1p). Fan \. 
Aus der eritern diefer Formeln erhellet, daß umgetept - Me 3 
eine Zunction von px feyn werde; alfo wir auch — Ip + Ipx a 


oder 7 = + 1x einer Function von px gleich ſeyn; Piglich wird auch 
wieder umgefehrt px als eine Function von 4 —- 1x angefehen wer- 
den können. Man fege alfo Ä 
J pr=t(l-+ix), 
_ _ fds dp y 
arm) (F-F)rl-e) 
ift, erhalten: 
y En ven dy dp J 
— D 
d +4 
ns +) 


Subfituirt man nun für px den Verth f R + ix), ſo wird 
man finden: 


r(? ef +2) #(2+ 1) 


=—ps+i(! +12), 


y 
| z = f ( = + Ir) 
findet, welche Sleichung die zweyte Auflöfung felbft darbiethet. _ 
Diefe Reduction verbreitet demnach nicht wenig Licht über die 
Nuffindung der. übrigen verborgenen Wahrheiten diefer Art. Bey 


diefem Schluffe befteht alfo die Hauptfache darin, daß, wenn ra=f’(s) 


ſo deß man hieraus 


N 


— e — 


ft, auch r=F’(s-+-R) feyn werde, wobey R eine Bunction von | 
r bezeichnet, was übrigens für fich Far ift, weil ſich jedesmahl r durd) 
s ausdrüden läßt. Da alfo 
UG6)=r=F(s-4R) 

ift, fo wird man erhalten: 
£ (6) = fäs. f{() = /rds = /r(ds + dR — dR) 

= /(ds + UüR) F’(e + RB) — SrdR, 
und daher 
| f(6)=F(s+-R) — [rdR; 
folglich fann man flatt der Functionen. von der Größe s Bunctionen 
der Größe (e —+-R) einführen. Wenn nämlih r = f’ (s).ift, fo 
fann man r—=F’(s — R) nehmen, wobey R irgend eine Function 
von r bezeichnet ; dann aber wird man finden: 


f() = F@-+-R) —frdR, 


Beyfpiel 3 

$. ı20. Sey dz—=pdx-+ qdy und x bezeichne 
eine homogene Function von a Dimenfionen- der 
Größen p und q; man befliimme die Natur der Zune 
tion z. 

Da x durch p und q gegeben wird, fo wird man fich der erftern 
Auflöfung bedienen müjfen, und weil x einer homogenen Bunction 
von n Dimenfionen. der Größen p und q gleich ift, fo feße man’ 

= qr, und ed wird x— q«R werden, wo R bloß eine Function 
von r allein ausdrüdt. Nun fehe man q ald unveränderlih an, und 


fuche 


vuns 


V=/xdp = Sq"t'Rdr, 
fo wird, weil dp =gdr if: | 
V = gqetı/Bdr, 


welches Sntegrale befannt iſt. Durch Differenziation wird man dem 
nach erhalten: 


dV= gt Rdr + (n+ı) gr dqfRdr, 
und damit man diefen Ausdruck mit der Formel 
dV=xdp+Sdq=gq"Rdp-+ Sdgq 
vergleichen kann, feße man’hier, weil = —qdr-+ rdg if, de 


ſen Werth, fo wird 





— 57 — 
dV = grt'Rdr + gRrdg + Sdg; 
man erhält demnad) ’ 
S=— gRr+tatı) g/Rir, 
und daher wird 


'=— qBr+(a+ı) g/Rdr+f(g) 
und x = q’R, endlid 


 . z=ngtfRirtge()— 
wobey-p = qr ift. 
| Z3uſantz ı 
F. 121. Sey x —F, ſo wird, wenn man p= gr febt, 
s=m,dpopn=owwR—n; an — wird 


— 
— 


Weil nun r — x® iſt, fo. wird man erhalten: 


et +2@ 








y-= — — rntı ur 
und 


mtı 


‚= — x® + fg. 


| 3ufaß =. 
$. 122. In eben dem Salle, in welden x — * iſt, wird 


mtı 


x. gleih werden. 








alfo q einer Function der Groͤße y +; 
‚ Sept man diefe Sröße = v und g—=F’ wa fe dag v=f’(g) ifl, 
fo wird man erhalten: 
f(g) = Sdgf‘ (d) = /vdv.F“(v), 
weil dgq —dv.F“ (vr) if, und hieraus wird gefolgert: 
f(J)=vF!’(ı) — F () um 


mtı 


ee rgerfr +: x” ]. 


Beyfpiel 4. 
I. 123. Eine folde Function z der beyden Vers 
Anderlihen x und y zu beftimmen, DaB 





— OB EEER 


pP + 2 = dpgr 
wird, wenn man dz = pdx + qdy feßt. 


Auflöfung 
Man betrachte die Formel 


z=qay+ /(pdx — ydg), 
wo nun der Ausdruck pdx — ydgq integrabel gemacht werden muß, 
Man febe p=ux, fo erhält man nach der vorgefchriebenen 


Bedingung 
| x (ı 4 u?) = 3qu, 
und daher wird 
qw 


x sau und p= 





| ı tw 2 ir 
dann aber ift . 
dr 3qdu (1 — au) dudg 


(1 + w)2 + ıt-u3’ 
und fo wird man erhalten: | 
9q? u? du ( — au) oqu’dgq 
J ——— G+w) tag räa], 
aber es ift 
SEE (1 au) _ 3q?(ı. + 4uw) _ 3gtı HAW)dg 
(+ w) 2 a rw)? (+ w)%. 


alfo 
m 392 (ı +4u) 
z=qg,-+ HRG Hl 


Es muß demnach nothwendig y 4 —— eine Function von 
q allein feyn, welche = — f’ (d feyn fol; Daher wird 
| = —1__ rg und 


Sg? (1 + 4uw | 
a=syt an +!@, We 


8309? (au — 
ae 





ı + w 
Eliminirt man aus diefen drey Gleichungen die beyden Größen 
g und u, fo erhält man die awifchen z und x, y gefuchte Gleichung. 


rm 


— 0) m 


| Zuſatz . 
G. 124. Aus der für y gefundenen Gleichung erhält man 
I 2 _ —_y-f D, 


ı+4WwW Tg 
die für z gefundene Gleichung aber geht über in folgende: 
u 3 
=. DHL 


ı + u’ 3(ı + u?) 


und diefe Gleichung verwandelt fich nach der Elimination von u in 


und bie letzte Gleichung gibt 


z= — — ag) - tot rind; 
dann aber ift j | 
= —-ıly+ fg], 
und daher findet man u = — alſo 
I redgy Hr ++ 


Zuſatz = 
(. 125. Wenn wir f/(g)=a fegen, fo wird f(q)= ag + b 


Da man dann für diefen Fall erhält: 
zu — 47 — 44 - 0 te’ tb | 
fo wird man durch Subſtitution des fuͤr q gefundenen Werthes 


finden: 
u +a— tan / 


*8 647+%3 " 
Zuſatz 3. | 
$. 126. Da im Allgemeinen 
vlt? +3I+r@) 


ift, fo fegen wir 
Plg)wma — 3q, und demnach 


tfQ=b+trag—:yı 


damit (y + a — 39 — —— werde, fo wird man finden 


® 








Hieraus geht demnach hervor, daß 














| (= —y m 
iS ein ua 
+3xVen +) gorS 
— XyVX x3 
gr gy ra Foren’ 
und —* u a 
= Hyatt st se gr 
+b+20-:0, 2 
oder pay u u 
z=b — ;,ı47-+a + ——— — — — —agH+ 2 


8Yy+ra 267r% 
un) nach gehoͤriger Reduction: | 
=b+40 +9 —- HrVscH+o) 
3ufag 4 


$. 127. Nimmt man hir a=o und b=o, fo erhält man 
durch einen ziemlich einfachen Ausdruck 


2 = 79 — 7XVXy; | 
wie diefe Gleichung der vorgefchriebenen Bedingung entfpricht, erhellet 


auf folgende Art: Man findet durch Differenziation | | 
dz 


1 
p=(;,)=—- Vıy ud ı=(S =i7- 7 | 
und Daher | | 
pr = — xyVxy + x3; aber 
3pq = x? — yVxy, demnad 
3pgx = x? — xyYay,. folglid 


pP tx =3pqx 
Anmerfung. 
$. 128, Die Auflöfung gelingt alfo, wenn irgend eine Gleichung 
zwifchen p, q und x vorgelegt wird, obgleih in den Fällen, in wels 
chen ſich weder x noch p aus der Gleichung beftimmen läßt, noch 
einige Schwierigkeiten zu überwinden find, die fich aber vorzüglich auf 


BL LE ne “. 


J . u! Qi — 


die Auflöfung der endlichen Gleichungen beziehen, die wir hier mit 


Necht als eine befannte Sache angefehen wiffen wollen. Indeſſen ift 
aus dem legten Benfpiele erfichtlic, wie die Rechnung anzulegen fey, 
wenn die vorgelegte Gleichung mit Hülfe einer zweckmaͤßigen Subftitu- 
tion für die Auflöfung vorbereitet werden Fann, bey welchem Gegen- 
ftande wir aber nicht weiter verweilen wollen. Auch jene Zälle, in 
welchen irgend cine Relation zwifchen den Größen p, q und y gegeben 
ift, wollen wir bier nicht befonders behandeln, weil wegen der Per- 
mutabilität von x und y, deren auch die Größen p und q fähig find, 
diefe Fälle auf die vorhergehenden von felbft zurüdigeführt werden. 
Es bleibt demnach nur noch der Fall zu erörtern, in welchem zwifchen 
den Größen p, q und z eine Relation feftgefegt if. Es ift zwar for 
gleich: einleuchtend, daß man in der Öleihung dae=pdx-+-qdy 


. die Größen p und q nicht als Zunctionen von x und y betrachten Fönne, 


weil fie auch von z abhängig find, und man wird demnady-ihre Natur 
nicht fo beflimmen Fönnen, daß die Kormel pdx+-qdy als ein 
integrabler Ausdruck erfcheint. Allein man muß ohne Unterfchied die 
Bedingung fo flellen, daß die Differenzialgleichung 

dz  pdx— qdy=o | 


möglich wird. Hierzu wird aber nad) den oben ($.6) feftgefegten Prin- 


eipien erfordert, daß, wenn 


- dq — dp 
(7: =1; - (2) = un (iR) — (1) * x 


geſetzt wird, dann folgende Gleichung Statt findet: 
Lp- Mg —N=o oe 


d 
6) 69) —.69 - = 

Iſt demnach irgend eine Gleichung zwiſchen den Größen p, q 
und z vorgelegt, fo müſſen im Allgemeinen die Bedingungen fo geſtellt 
werden, daß dieſem Erforderniſſe Genuͤge geſchieht. 

Aufgabe 19. 

$. 129. Wenn da = pdx + qdy geſetzt wird, und 
es foll p rg= - ſeyn; ſo iſt im Allgemeinen die 
Relation der Funtion z in Bezug auf die Veraͤnder⸗ 
lihen:x und y zu finden, Ä 


— (02 — 


Auflöſung. 
Da q=" — p iſt, fo wird unſere Gleichung folgende Forn 
annehmen: ' j 


dz = pdx - pdy + "27 oder 


Pi y=- HU, (2-7 


— 
Weil alſo die beyden Formeln 
ds dy 
dx — dy und 7— — u 
für ſich integrabel find, und 
'dz dy _Pp 
wa am, (denn | 
it, fo muß nothwendig x eine Function von x— y ſeyn. Man 
fege alfo 
-=t@— pi 
damit man 
lz — 2 = f(x—y) 
erhält. Es fann demnach z durch x. und y beflimmt werden, und 
da die Größe ef«—N) auch eine Function von x—y ift, fo wird man, 
wenn diefelbe = F (x — y) gefegt wird, finden: 
2 
zmeF(x—y), | u. 
und daher wird 


(@ „)=e= ern und 


u =1=- er) +; ray, 
alio 
P+I=jera-n= - 
wie verlangt wurde. 
au f ab 1. 
$. 130. Aus diefem Beyſpiele erfennet man, wie eine gewiſſe 


Bunection von p und q der Größe z gleich werden fönne, obgleih 
p und q Sunstionen von x und y find. Zugleich wird das Integral 


— 05 — 
verhaͤltniß der Formel 
| dz = pdxr + qdy 
in die Rechnung eingeführt. 


3ufaß 2. 
$. 131. Der für den Werth von z gefundene Ausdrud 


yo. 
eF(«<-—)) 

kann durch irgend eine Function von x — y multiplicirt werden. Muls 
2—y 


tiplicirt man ihn alfo mit e * ‚fo wird 


z=eF(x—9p). 
sy 
Multiplieirt man ihn aber mit e ** , fo wird 
ty 
z=e':.: F(x—y), 


welche Ausdrüde dem Probleme eben fo gut genügen. 


Aufgabe a0. 
F. 192. Wenn die Größe z fur die Rorandfegung 
42 == pdx 4 qdy einer gegebenen Bunction von p 
und q gleich werden foll, fo ift im Allgemeinen die 
Gleichung aufzjufinden, aus welder ſich z durch x 
und y beftimmen läßt. 


| An f Iöfung. 
Aus der vorgelegten Sormel erhalten wir . 
dz pdx | 


dy = — — — 
y q q 3 


uun feße man p=gqr, fo daß z als eine Function von q und r 
erfcheint, fo erhält man’ aus der Sleichung dy = r. — rdx fol» 
genden Werth _ | 
| % zdq , 
. r=i-n+/[tse], 
welchen Ausdruck man integrabel machen muß. Da alfo z eine gege⸗ 
bene Zunction von q und r üft, fo betrachte man r ald unveränderlih 


4 


u 02 —— 
Auflöfung 
Da q=, — p iſt, fo wird unfere Gleichung folgende Forn 
annehmen: Ä | 


da pdx — pdy +. oder 


p(dx—d))= 
Weil alfo die beyden Formeln 
ds dy 
dx — dy und 7 — — 
für ſich integrabel ſi ſind, und 


dz dy_ _ p 
— = — =, (dı—dy) 


ad - edy _ 2 (= dy 
— = 


it, fo muß nothwendig — eine Function von x — y ſeyn. Man 
ſetze alſo 

26-) 
damit man 

le 2=f(.—y) 
erhält. Es kann demnach z durch x. und y beflimmt werden, und 
da die Größe ef«—Y) auch eine Sunction von x — y ift, fo wird man, 
wenn diefelbe = F (x— y) gefegt wird, finden: 
y 

z=e'F(x—y),. 

und daher wird 


d 
(z =p=e 27 und 
d 
(Z =1=-e may +; Fa-y, 
alfo 
| B+I=jeran= 
wie verlangt wurde. 


Zuſatz 1. | 

$. 130. Aus diefem Beyfpiele erfennet man, wie eine gewiſſe 
Function von p und q der Größe. z gleich werden fönne, obgleich 
p und q Functionen von x and y find ind. Zugleich wird das Integral 


. 


— — — — 


— 05 —— 
‚pältniß der Formel 
dz = pdx + qdy 
die Rechnung eingeführt. 


3ufag = 
F. 131. Der für den Werth von z gefundene Ausdrud 
| R 
eF(x—y) 
m durch irgend eine Function von x — y multiplicirt werden. Mul⸗ 
ã 
licirt man ihn alfo mit e * , fo wird 


z=eF(x—y). 
»—y 
Multiplieirt man ihn aber mit e ** , fo wird 
ty 
2 = e*’&% F(x — y), 


Iche Ausdruͤcke dem Probleme eben fo gut genügen. 


Aufgabe 20. 


F. 192. Wenn die Größe z für die Vorausfegung 

— pdx + qdy einer gegebenen Sunetion von p 

id q gleih werden foll, fo ift im Allgemeinen die 

leihung aufzufinden, aus welder iz z durch x 
id y beſtimmen läßt. 


| “in f Iöfung. 
Aus der vorgelegten Sormel erhalten wir . 


q q 
n fee man p=gqr, fo daß z als eine Function von q und r 
heint, fo erhält man’ aus der Gleichung dy = = — rdx fol» 
nden Werth | 


ie Saiten) 





lchen Ausdruck man integrabel machen muß. Da alfo z eine gege 


se Zunction von q und x ift, fo betrachte man r ald unveränderlidh 


x 


a \ 





und 





eo 


fo folgt hieraus durch Differenziation: 
dV = 4 Rdr, 
und nun iſt einleuchtend, daß x= R-+f @ ſeyn müſſe, Bier 
dann erhalten werde: 
yel—Rr— + +40, 
durch welche zwey ©leichungen die Relation zwiſchen⸗ den gegebenen 


Größen beſtimmt wird. Erſtlich ergibt ſich alfo z durch q und r aus⸗ 
gedrüdt, wenn man p=gqr febt; ferner nehme man z ald unveräns 


* 





derlich an, integrire die Formel A, und das hieraus hervorgehende 
Integrale ſey V - ‚ welches fi) auch durch q und r auß 
drüden laͤßt, und hieraus ergibt fih, wenn q conflant genommen 
wird, R= (Z)- Sind dieſe Größen gefunden, fo wird man 
erhalten: 





x=R-f(r) und 
„=. 4 V+fo 


und fo Iaffen fih ale Größen durch die beyden Veraͤnderlichen q 
und r beftimmen. 
Zuſatz u. 

F. 133, Weil durch die Vertaufchung der Größen x und y auch 
die Suchftaben p und q verwechfelt werden, fo hätten wir unfere Uns 
terfuchung auf ähnliche Art auch von der Gleichung 

dx = da _ ad 
p 
beginnen Fönnen, und es wurde eine ähnliche Auflöfung zum Vorfchein 
gefommen feyn, die zwar der Form nad) verfchieden, dem Wefen nach 
aber vollfommen diefelbe feyn würde. 


| Zuſatz = 
6. 1234. Seßt man nun g=ps, fo daß 


— — a 


— 95 — 
dz 
dx — — sd 

pP ’ 


| wird, fo wird man finden 


Ban aan 


—= U gefest, welde 





Wird ferner s conftant genommen f 





| Größe durch pund s beſtimmt wird, und (Us aus diefer Glei⸗ 
chung genommen, ſo erhaͤlt man 
28560 m 
on tUtte “ 
® e yſpiel ı 
| $. 135. Die zu ftöfung für den zau. zu finden, 
wenn p + g=- - feyn ſoll. 


Wird p=qr gelebt, fo wird z=agq (1 +2 Ion und wenn 
: nun x ald unveränderlich angefehen wird : 


vefltzecthn "und 


R= (z = alg. 
Man findet demnach 
x=alg + f(r) um | 
y-= = — arlq — rer) + a(ıLr)ig + f(r), ode 
y-altn)+ag— rt HER. 


Wollen wir hieraus die Größe q eliminiren, fo ift wegen 


2 . ” . » 
gqg= A die Auflöfung in folgenden zwey Gleichungen ent 
halten: | 
=al. J— und 
yaal. — +49 HOHER 


Die vorhergehende Yursfung kann daher auf folgende Art ers 
Halten werden. Aus der erftern Gleichung findet manz „ 


. 
\ r 


— 02 — 

Auflöfung. 
Da 9 * — p iſt, fo wird unſere Gleichung folgende 
annehmen: 


—XE pdx — pdy +7 oder 


_ adz — zdy _ de dy 
pP (dx — dy) — T = 2 (* — . 


Weil alſo die beyden Formeln 


dx — dy und 222 


a 
für fich integrabel find, und 


dz dy _ _p 
— = ==, (dı—dy) 






it, fo muß notpmendig = eine Bunction von x — y ſeyn. Mau‘; 
fege alfo | | 
| : = f(x — y); 

damit man 

lz — 2 = f(x—y) 
erhält. Es fann demnach z durch x. und y beftimmt werden, unb 
da die Größe ef«—Y) auch eine Function von x—y ift, fo wird man, 
wenn diefelbe = F (x— y) gefegt wird, finden: 

7 
zz e'F(x—y),. 

und daher wird 


d - u 
(z pe van und | 


d ® 
(&)=i1=-ere-p+ie Fan), 
alfo 
Kt a=jerenai i 
wie verlangt wurde, 
\ 3 u fa tz 1, 
$. 130. Aus diefem Beyfpiele erfennet man, wie eine gewiffe 


Bunction von p und q der Größe z gleich werden fünne, obglei 
p und q Sunstionen von x nnd y find. Zugleich wird das Integra— 


| m 07 ä 
Da nun fl) =x— ag if, fo wird man, wem, .. -., 
| r=F’ (x — ag) u Be 
gefebt wird, erhalten: | | 
fr) — rfe)=—F(x— ag) um 
y=aqgF(x—ag) — F(x—ag) und 
2 af (x — ag). 


4 


—Anmerkunng. 4 
F. 137. Die beyden letzten Formeln koͤnnen aus der Vedinguns 
der Aufgabe ſogleich auf folgende Art gefunden werden. ‚Beil 


pa— — it „ fo wird man erhalten: 


dz dx 
eilt qdy und y=2- ag’ 


und daher 


er fl Pay ir fs@-%) 


2 


wo denn nun von felbft erhellt, daß Fa eine Fuͤnetlon dei’ Größe 


qg— - fe. Sfr : man "dem 


fo wird man eat 
Li.. 
„= + F e (a — 9. 

Ja man kann ſogar Biecaus noch eine andere Aufloͤſung ableiten, 
indem man u 
dx = 21 (de — gd7) .: a: 
feßt, und diefe Steigung gebt, wenn, z=qv iſt, über in ‚ 

dx. (rdgt ara 
und daher in 
| en x 
"Dan ſetze alſo en 
A —y), few -- 


ses 6—-), 
Euler's Integralrechnung. II. Vd. I q 


um 08 va 


und wenn man den Werth ‚= - wieder herftellt, fo wird man 
finden , 


Die erfte Auflöfung ift aber für die Elimination von q und r 
bey Beyſpielen am geeignetſten, den wenn man 


ſ() * 7 + c 
fest, fo wird man finden: 
f(r) = abVr Fer +d; 
z —= again. 
xoaagq + - + c und 
year tbve a 
Mu wird wegen — * 


—— + ce und 
b 
+:Vz+% 
nl) 


y—d=-(a +2). 


Dich Multiplication diefer beyden Werthe wird q eliminitt, 
und man findet: 


(x — c) G-9)=- (+2) = (b+Vas), Er 
fo daß man erhält: | 
b+Vz=Va«—-0(-—4), 


“-)4-d) — —— und 


daher 


alſo 





und daher 
zZ = 


Diefe Gleichung : gibt für B =c=d=o ben einfachften 
Yıls = . 
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Ä Kapitel V. 

- Bon der Auflöfung der Gleichungen, bey welchen zwifchen den 

Großen (2): (7) und zweyen der drey Veränderlichen 
x, y und z irgend eine Nelation gegeben wird. 


Aufgabe aı. 


§. 138, Wen dz=pdxır-+ gdy gefept wird,. 
und px — qy=o feyn foll; die Natur der Function, 
z durd x und y im Allgemeinen auszudrüden. 


Auflö fung. 


Da g=— Pr ift, fo wird man erhalten: 
d 
— = px (= — 9 oder 
dx xdy 
dz = — — 2) = 
e=Py\7 F Ppy.-d. 
Hieraus erhellet, daß py eine Sunction von - * muͤſſe, und 


daß, wenn py = (2 ) gefegt wird, z = f fe -) feyn werde. 

Mir werden nämlid bey der Bezeichnung der Sunctionen uns immer 

an die Regel halten, daß . | | on 
d.fW)=dr.ffln), | 





dz = pdx — 





und fo ferner | | 
d..e!(yadr. faul) nd d.r)mdr.fülv), 
a. f.f.. wird. Aber f (© ) bezeichnet irgend eine homogene Zunction, 


Son xundy, die Feine Dimenfion hat, und wenn auch z irgend eine 
ſolche Function ift, und man durch Differenziation de=pdx + qdy 
erhält, ſo wird immer px + qy = 0 feyn. 
—3uſatz ı. 
F. 139. Wenn demnad) z eine homogene Sunction von x und 
üft, die feine. Dimenfion bat, fo wird man, weil 


\ 


n* 


— 400 — 


=) un 186 
Yale 


welche Wahrheit wir übrigens bereits oben gefunden haben. 


ift, erhalten : 


Zufag 2. 
G. 140. Weil ferner 


ı x 3 

— _f[(_ _ 
;*G) G) 
ft, fo wird p eine homogene Bunction von x und y feyn, bey welcher 
p x am 
iſt, 








die Anzahl der Dimenſionen = — ı iſt, und wenn q — 
fo ergibt fich die Sunction z felbft durch die Integration von 


di... 
2 /py 5. 


Anmerkun'g. 


G 141. Auf aͤhnliche Art wird das Problem aufgelöſt, wenn 
dz = pdx -- qdy geſetzt wird, und mpx + ngy=a feyn fol; 


denn dann wird man wegen q = * — * erhalten: N 
ad mpxıd 
de=Z] + pix u oder 


— ady px ade mdy \L “7 Py®_ zn | 
dz= any +— 2( — =) — Burn n xı—ı d.. zu 
und daher ” die Auflöfung 


a em fi (2) und z = -1y + f 


Ja es läßt ſich auch das noch allgemeinere problem "oufifen, be 
welhem PA > qY=A feyn foll; wobey X eine Function von x 
und Y eine Zunction von y bezeichnet. Denn da hieraus folgt 

A  pX 


y=ı1Tr 


Y 4 





fo wird man finden: 
Ady Xxd Ad 4 
am +pi II + (X - 3) 


— 
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Man muß demnach ſetzen 


d dy\ - 
pr=f (/& — 
und dann wird 
Do dy dze /dy 
“m 1/7 tril/x [% 


Aufgabe a2. | 
‘$. 142. Wenn dz—=pdx + qgdy gefegt wird, und 
2 irgend. einer gegebenen Sunction von x und y gleid 


feyn foll, fo ift die Natur der Function z im Allge— 
meinen zu beſtimmen. 


Auflsſung. 
Sey’V jene gegebene Function von x und y, fo daß q= ev 
iſt , fo wird man erhalten: 
dz = p (dx + Vdy). | 
Es wird nun einen Multiplicator M geben, der ebenfalls eine 
Function von x und y feyn wird, und die Eigenfchaft befißt, daß der 
Ausdrud M (dxi-+- Vdy) integrabel wird. Man febe alfo 
| M (dx + Vdy) =dS, 
ſo wird auch S als Function von x und y gegeben feyn. Weil nun 
a⸗ iſt, ſo iſt einleuchtend, daß auch die Groͤße * einer 


Function von 8 gleich ſeyn müſſe; ſetzen wir daher F uf o ‚fo 
wird z= f(S) werden, und demnad findet man | 
p=Ml(9 md qg=MVV(S). 


Zufag ı. 
$. 143. In diefem Galle wird alfo die gefuchte Zunction z for | 
gleich durch x und y ausgedrückt erhalten, weil S dur) x und y gege⸗ 
ben iſt. Es kann ſich aber ereignen, daß S als tranfcendente Größe 
erſcheint, ja fogar daß ſich der Multiplicator M nad) der bisher be⸗ 
Fannten Methsde nicht einmal beftimmen Täßt. 


3ufaß = 
$. 144 Wenn V eine Zunction feiner Dimenfion von x und y 


— 102 — 


N . ı \ ⸗ 
iſt, ſo wrd M= — 5 ſeyn, oder ed wird, wenn man x==vy 
fegt, V eine Bunction von v werden, und 
dS=M (ydv- vdy + Vdy). 
M=— i : 
Man nehme —5 ſo wird man erhalten 


dy dv. 


. und hieraus ergibt fi: 
z = t[17 4 m — 


Anmerkunng. 


$. 145. Wegen der Permutabilität von p und x, fo wie von 
3 und y laffen fic) auf ähnliche Art auch‘ folgende Probleme auflöfen: 
| J. Soll q=xYV feyn, wo V irgend eine Function von p und 7 
bezeichnet, ſo betrachte man die Formel 

2 px + /ady— xXdp) =pr + /x var — dp), 
und fuche den Multiplicator M, fo daß ’ 

M(Ydy—dp)=dS 

wird, fo wird S eine Function von p und y ſeyn, und 


Ze Ä 


woraus fi - folgende Auflöfung ergibt: 





=f($S) md z=pMl($S) + 6). 
II. * y=pV, wo V irgend eine Function von x und gq 
bezeichnet. Man betrachte die Gleichung 


z2=qy+/(pdx— ydgq)=qy-+ Sp (dx— Vdg), 
ſuche den Multiplicator M, fo daß 
M(dx— Vdg)=ds . 
wird, fo erhält man für S eine Function von x und q, und 


ds. 
=y+1 
Daher wird 


= (5) und z=gy-tf(9), 


4 
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"wer, weil p = 7 if: | 
y=MVf(S und z= qgMV£f(S) + (S 
1. Wenn y xXV feyn fol, wo V irgend eine Sunetion von 
-pumd q bezeichnet, fo ziehe man die Formel 
z=pxr+qy— Sadp+xVdg) j 
in Erwägung, und fuche den Multiplicator M, damit | | + 
| . M (dp-- Vdg) = dS 
werde, fo wird S eine Zunction von p und q feyn, und, 


ıdS 
z=pxıtq/— / Tı 


woraus fi folgende Auflöfung ergibt: 
= (8) nd z=pxr-+ qy — f(S) 
Alle diefe Fälle haben die Sigenfaft gemeinſchaftich, daß er 
den vier Größen p, x, q und y entweder ar ober 3, oder 2, oder 2 2* 
als irgend eine Funetion der beyden andern Größen erſcheint. 2 
Au f gabe 23. 
5. 146. Sey dz = pdx + qdy, und es foll 


| 0 g=pV+U 

feyn, wobey V und U beliebige Functionen der be y⸗ 
den Veränderlichen x und y bezeichnen; die Natur der 
Sunction z im Allgemeinen zu. beſtimmen. 


| Auflöfung 
Welg—pV HT if, fo if 

dz—=p(dx+-Vdy) + Udy; 
man "fuche alfo zuerfi einen Multiplicator M, der den Ausdruck 
d<x+ va y integrabel macht, und ed fey 

M(dx-- Vdy) =dS, 
fo werben Mund 8 Sunerionen v von x und y feyn, und ed wird - 
dz = Tr + Udy 


"werden. Da nun 8 eine Bundion von x und y A , fo laͤßt ſich hieraus 
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x durch y und S ausdrücken, und führt man diefen Werth in die Rede 
nung ein, fo werden U undM als Zunctionen von y und S erfcheinen. 
Wird nun S conflant genommen, die Formel Udy integriert, und, 


JÜdy=T+E($) 


. dT = Udy -+- WdSs 
" genommen / ſo wird man erhalten: 


K=W-HE(S) un 


z—= T-+ (5); Bu 
und fo werden fich alle Größen durch y und S auddrüden laſſen. 


3u f 2.8 1. 

$. 147. Sind alfo die Functionen V und U der beyder Beränder 
lihen x und y’gegeben, und es foll q —=pV-+ U werden, fo erfor- 
Bert-die Auflöfung des Problemes zuerft, daß man für: die Kormel 
dx--Vdy einen integrirenden Sactor M fuche. Hat man diefen ges 


Funden, fo wird S als Zunction eben diefer Veraͤnderlichen xundy 
erfcheinen, fo daß 


gefeht, ferner 


S= /M(dx-1- Ydy) 
wird, . 





3ufaß = ' 
G. 148. Zu diefem Zwede wird es gut feyn, die Differenzial 

gleihung dx + Vdy== 0 zu betrachten, denn, wenn ficdy diefe in 
egriren laͤßt, fo kann hieraus auch ein Multiplicartor M. abgeleitet 
werden, fo daß der Ausdruck M (dx -- Vdy) das wirkliche Differen 
ziale irgend einer Sunction S  fepm wird, die fich auf diefe Art beſtimmen 
läßt. 

Zuſatz 3 
. % 149. Hat man ferner diefe Function S gefunden, fo mußx 
durch yund S ausgedrückt werden, fo daß x ald Zunction von y und S 
erſcheint, und hat man diefen Werth in der Größe U fubftituirt, fo 
fuche man das Integrale /Udy=T, indem man S als unveraͤnder⸗ 
lich anfieht, und fo wird man T «ld Sunction von y und S erhalten. 


3ufaß 4 
$. 150. Iſt endlich dieſe Function T beftimmt, ſo ſey wæ(3) 
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| woraus ſich zuleßt die Auflöfung unferes Problemes ergibt, die in fol⸗ 
genden zwey Gleichungen enthalten iſt: 


yaWw+e (5) und 
z2=T--f6). 


Weil nun bier S eine Function vonx und y ift, fo erhält man 
für z fogleich eine Zunction von x und y. 


| Zuſatz 5. 

$. 151. Wenn U bloß eine Zunction von y feyn follte, fo hat 
. man nicht nöthig, x durch y und S audzudrüden, fondern ed wird 
— /Udy aud bloß eine Function von y feyn, und daher 


w=(i5)=o 


Diefer Fall aber wird offenbar auf den vorigen surädgefüht, 
wenn man z = /Udy flatt z ſchreibt. 


Beyfpiel- 


$. 152. Die Natur der Bunction z zu sefimmen, | 


wenn dg=pdxr + ady ‚gefegt wird, undg = F + 2 
feyn fol. | 
Hier iſt alſo 


‚=: und U=!, und weil 
ds + Vdy=dx +27 


ift, fo wird der Multiplicater M=yund dS—ydx-H-xdy, alſo 
Ss xy feyn, und fo wird man erhalten: | 


8 
122 um VveN, 
y 8 


Es werden nun die Gleichungen Statt finden: 


35 It. 
Wir werden. daher für die Auflöfung diefes Problemes erhalten: 


2 75 6 und 
y3_ j 
=; r!95 


T=-/Vd4y=- II=% und wol, 


nn 
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ober, weil S= zy iſt: 
3 = * 4 f (xy). 


Bepyfpiel a. Ä 
6. 153. Die Natur der Sunction z zu beflimmen, 
wenn da = pdx 4 qdy ift, und px-+ qyznayı ty 
feyn folt. Ä | 
Da bier 


q = — — F 
iſt, ſo wird man erhalten: 
v--- ud U=-ye + 


adodSsmM (dx — = 


“eg 


Man nehme alfo M— = 7 fo wird 


. d 
ıs—ı_: I 


y 
Hierans ergibt fih nun. 
x Sy und Umnyı +8, 
und wenn demnach S conftant genommen wird, fo wird man finden: 
P=/Udy=nyyı 8 + 5 um 
m art nyS 
- fo daß nun die Auflöfung unferer Srage fich auf folgende Art darftellt:: 
nyS 





und sS-!, 
y. 


2 
nn 2 





Petr m | 
z=mvı +8+160). 


Da alfo Ss=_ it, fo wird 
y 
zenye tr +2) 


wo 1 ( -) irgend eine Bunction von x und y bezeichnet, die Feine Die 


menfion bat. 
Beyfpiel 3. 
G. 154. Die Natur der Function z zu beffimmen, | 
wenn de=pdx-+gdy ift, und px --gymnzy fepn foll. 


Da bier 





ift, fo wird man erhalten: ’ 


v=--— 








2 
Weil nun d8 M (dx — Dar) ift, fo nehme man 
M= Z, fo wird 


— — — 26 





1 
5835—8 und x 3, alſo 
n 
U — ı— Sy’ 
Betrachten wir nun S als unveränderlich, fo werden wit erhalten: 
ndy 
I= u und 


w=+31(4-—8Spy) +50 
Folglich wird, weil 
— 87 — 
Ss = — und 1 — Sy == 
ift, die Auflöfung geben: 
— —* — 


nid 


Anmerfung ı. 
F. 155. Mittelft der Auflöfung diefes Problemes 117 fi) auch 
folgende weit umfaffendere Aufgabe behandeln. 
Seyen P, Q, eben fo V, U, was immer für gegebene Zune: 
tionen von x und y, und es fey eine Function z fo zu beftimmen, daß 
die Gleichung Statt findet: 


dz = Pdx + Qdy--L(VYdx + Udy), 
ober, was dasſelbe ift, es ſoll eine ſolche Bunction L aufgefunden 
werden, daß. diefe Differenzialformel die Integration zuläßt. Zu dier 
fem Behufe ſuche man erſtlich einen Multiplicater A, der den Ausdruck 


men 108 zen 


Vdx + Udy integrabel macht, und feße dIS=M (Vdx + Udy), 
fo wird fid) hieraus die Function S durch x und y ausdrüden laſſen. 
Aus diefer Function fuche man den Werth von x durch yund S aus⸗ 
gedrückt, und weil 

LdS 


da =Pdx + Qdy +7 


ift, ſo fubftituire man durchaus für x jenen Werth. Sey abes dann 
dx=Edy--FdS, wo demnach aud E und F befannt ſeyn wer⸗ 
den, und man wird finden: 

Ld4dS 


dz=EPdy 4 Qdy-+-FPdS + — 
Man betrachte S ald unveraͤnderlich, und ſetze 
T=/S(EP +Q)dy, 


s—T + f (S), 
welcher Ausdruc zwar für die Auflöfung hinreichend ift, allein um die 
Function L zu finden, differenziire man den Ausdruck 


dza= (EP Q)dy+äs. (3 +4ds.f 2 
ſo muß nothwendig die Gleichung 
L dT > u 
FP+3=(g)+r8 
zum Vorfchein fommen, und daher J | 


L=—-FMP+M = Mf(S). 


fo wird man erhalten: 


Übrigens Taffen fich wegen der —e— von p, x und 
q, y hiernach auch die folgenden Probleme auflöfen, die ich deßhalb 
in Kürze durchgehen wil. 

Aufgabe a. 

F. 156. Wenn dz —= pdx + qdy gefegt, und ver 
langt wird, daß qg = Vx + U feyn foll, wobey fowoßl 
Voald aud U irgend eine gegebene Zunction von p 
und y bezeichnet; fo ift die Natur der gefuchten Zune 
tionz zu beſtimmen. 

| ‚aAuflöfun 9. 
Wir wollen uns der Sormel 
. z2=px-t /(qdy — xdp) 


\ 
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sienen, fo wird, wenn wir für q den Werth fubflituiren: 
Stqady— xdp) = /[Vxdy— xdp-+ Udy], | 
Ihe Formel integrabel gemacht werden muß. Man bezeichne fie 
irze halber durch 5, fo iſt | \ 
dh =x(Vdy — dp) + Udy. 
Nun fuche man zuerft für den Ausdruck Vdy — dp einen inte 
renden Factor, und feße 
M(Vdy—dp)=dS, 
d fo wird S durch y und P ausgedrüct werden. Hieraus beftimme 


nm p durch y und s, ſubſtituire dafelbfhdiefen Werth, und man wird 


alten: 
x — 8 





ds =" 1 Ugy. 


Nun betrachte man S als eonflant, und ſetze das Integrale 
‚Ly=T+16), | 
wird man finden: 
: (5 +) un 
. ru —742 66). 
Es wird ſich alſo die Auflöſung mittelſt der beyden Werinderlihen 
und S auf folgende Art darſtellen: 


s-Mm 15) ME) und 


z=px+- T-+f($), 
nun S durch p und y gegeben wird. 
Au fgabe a5. 
$. 157; Die Natur der Sunction z zu beflimmen, 
an p= Vy-+ U für dz = pdx + qdy werden foll, 
, V und U gegebene Zunctionen. von x und q be: 
ihnen. 
Au flöfung. 
Bedienen wir und bier der Sormel | 
z=qy-+/(pdx— ydg), 
) fegen den zu beftimmenden Integralausdrud a ⸗ 
Soı-yd=mtb. 0.1.2.0 


u—— 110 m 


⸗ 


Setzt man hier (ie p den angenommenen Werth, To wirb man 

erhalten: . 
dd = Vydx - Ud« — ydq=y(Vdx — dd) + Udx 
Nun fuchen wir einen ſolchen Multiplicatoer M, daß 
.M(Vdx—dgqy=dS 

wird, fo werden fowohl M als auch-S als Zunctionen von x und q er⸗ 
ſcheinen, aus deren letzteren der Werth von q durch x und 8 beſtimmt 
werden ſoll, und der bey der weiteren Rechnung für q zu fubflituiren 
ie Man erhält nämlich jebt 


dd = 7 4 Uds; 
man nehme demnah S als unerieri, an, ſuche T=/Udxz, 


und feße 

fo ergibt ſich hieraus 
el) 4580 u Br 
ZI FT4HEO, , ; 


wo man nun für S wieder den durch x und q dargeftellten Werth | 
ſetzen fann. 


Aufgabe 26. 


$. 158. Im Allgemeinen die Natur der Bunction 
z zu beflimmen, wenn dz = pdx + qdy gefegt wird, ' 
und y=Vx-- U werden foll, wo V und U wad immer 
für gegebene Sunctionen von p und q bezeichnen. 


Auflöfung 
Hier muß man fich der Formel 
z=px4 qy— /(dp--ydg) 
bedienen. Segt man 
6Gdp yrd)=Ö, 
und fubftituirt für y den feftgefegten Werth, fo wird man erpalten: - 
db = xdp + Vxdq + Udg. ' 
Nun ſuche man einen Multiplicatoe M, der den Ausdruf 
dp + Vdgq integrabel macht, und es fey 


zum 111 emme 


M(dp-+-Vdgq)=dS, . 

wo M und S durch p und q ſich werdeu beftimmen Iaffen. Aus dem 
legteren Ausdrude beftimme man den Werth von p durch q und S aus⸗ 
gedrüdt, der dann in die Rechnung eingeführt werden muß. Da 
nämlich 
| dos >= + Udg 
ift, fo betrachte man S ale eonflant, integrire die Sormel vag, und 
ſetze T= /Udg, fo wird man erhalten: 

5274668), alfo 


x 


3 * LES) und 
=px+q7y—- T—f6S). 

Es werden fich demnach alle Größen durch p und q auöbrüden 
loffen, alfo find auch M, 8, T und (5) befannt, fo daß man 
erhält: 

ı=M (3 + MP 65), 
ds 
Ä y=Vı+- U un > 
- z=px+qy— T— (9). 
| Beyfpiel. 

F. 159. Die Natur der Function z zu beflimmen, 

wenn da=pädx Fady ifl, und px-+ qy=apg 
“feyn foll. 
Da alfo 





y„- _- P ap 
ift, fo wird man erhalten: 
= er. ‚nnd U= ap, 
Weil nun die Gleichung beftehen muß: 
| M (‘ — 5 = as, 


+ nehme man. M = a’ und es wird dann 


=: und J 
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alfo U= ag, 
und wenn S conitant genommen wird: 
T=/Udg = :aSg; 


folglich (3 5) — !agql. | 
Wir erhalten demnach für die Auflöfung ' 


x=tsag+- —180) 
y=!:3or — *28— und 


‚=rtm-ipg-i()- 01(). 


Nach der oben gelehrten Reductionsmethode aber finden wir 
y=(aq— x) F(gqx— :ag?) und. 
z=qy-+F(qgx — ag). 

Anmerfung. 

F. 160. Die vier Probleme, welche wir bier in Verbindung 
gebracht haben, find ſehr allgemein, und umfaſſen für die Formel 
dz=pdx-- qdy alle Relationen zwifchen den Größen p, q, x 
und y, bey welchen entweder x und y, oder pundy, oder xundg, 
oder p und q nicht mehr ald eine Dimenfion haben. Es Fann fid 
Daher oft ereignen, daß fich diefelbe Frage nach zweyen oder mehreren 
diefer vier Aufgaben beantworten Täßt, wie dieß der Fall ift bey dem 
legten Beyfpiele, in welchem nicht allein x und y, fondern auch x und q 
und eben fo p und y nicht mehr als eine Dimenfion haben, welches 
Benfpiel alfo auf die drey vorhergehenden Probleme zurüdgeführt wer⸗ 
den kann, und die in ihm enthaltene Bedingung entſpricht bloß der 
erſten Aufgabe nicht. | 

Wird aber zwifchen den Größen p, q, x, y bie Bedingung 
feſtgeſetzt, daß 

apx + Bqytaprbgqtmtayt+c=o 
feyn fol, fo kann die Aufiöfung nach allen vier Problemen mit der 
felben Leichtigfeit ausgeführt werden. Aber auch die Auflöfungen , die 
ſich dadurch ergeben, laſſen fi, obgleich fie der Form nach verfchieden 
find, dennoch nad) der vorher gelehrten Reductionsmethode in Über 
einftimmung bringen. Aber auch der folgende Fall, welcher der all 
gemeinfte ift, Täßt fi) auflöfen, und den wir daher entwideln wollen. 
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| Aufgabe 27. 

$. 161. Im Allgemeinen die Natur der Function 
z zu beflimmen, wenn dz = pdx + qdy gefest, und 
eine folche Relation zwifchen p, q und x, y gegeben 
wird, daß eine gewiffe Function von p und x irgend 
einer Function von q und y gleich werden foll. 


Auflöfung. 
Es bezeichne P jene Function von p und x, und O jene Function 


von q und y, welche einander gleich feyn follen.. Da alfo P=0 if, 
fo fege man jede derfelben =v, fo dagP=v und Q=ar wird, 


Auß der erftern Gleichung wird man alfo p durch x und v, aus der: 


legtern aber q durch y und v ausdrücken Fönnen. Iſt dieß gefchehen, 
fo wird in der Formel dz = pdx + qdy die Größe p ald Function 


von x und v erfcheinen; man integrive demnach den Theil pdx fo, - 


dag man v als conflant betrachtet, und es ſey /pdx==R. Da auf 
ähnliche Art q eine Function von y und v ift, fo integrire man auch 


den andern Theil qdy, indem man v ald unveränderlich behandelt, 
und ed ſey Sady==S; es wird demnach R einer Function von x - 


und v, und S either Function von y und v gleich ſeyn. Wird aber 
auch vals veraͤnderlich betrachtet, fo ſey | 
dA = pdx -+ VYdv und dS$S == 4dy + Udr, 
und hieraus ergibt ſich 
ds dR + dSs—- dr (VD), 
wo V -+ Uz=f (v) feyn muß, da die Formel integrabel feyn fell. 
Die Auflöfung diefes Problemes wird alfo in folgenden zwey Glei⸗ 
chungen enthalten ſeyn: 
 ‚+-U=fe(v) wm LERLSeh) 
Da nämlih p, R und V durch x und v gegeben find, und q, 
S und U durch y und v, fo wird aus. der erfiern Gleichung v durch x 
und y beftimmt, und diefer Werth in der andern Gleichung ſubſtituirt, 
wird die gejuchte Function z duch x und y ausgedruͤckt geben. 


| Zufſatz ı Ä 
9. 162: So oft alfa q einer folchen Function von p, x, y gleich 
werden fol, daß fich hieraus eine Gleichung bilden Täßt, aus deren 


einem Gliede bloß die beyden Größen x und p, und aus deren ander 
Euler's Imtegrnfrechnung. IE, WW. 8 | 


\ 


\ 
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rem Gliede die beyden übrigen Größen Rund q gefunden werben, wid 


man die Aufgabe immer auflöfen können. - 


Zuſatz = 
$. 163. Wenn jene Zunction der beyden Veränderlichen p * 


welche ich mit P bezeichnet habe, fo beſchaffen iſt, daß, wenn ſie 


av gefeßt wird, ſich hieraus x durch p und v leichter ausdrücken tagt, 
dann wird ed zwedmäßig feyn, fich der Formel 

z=px + /(qdy—xdp) 
zu bedienen, und es wird fich mit der Entwidelung eben fo verhalten, 
wie früher. 
Zuſatz 3. 


$. 164. Auf ähnliche Art wird man, wenn ſch aus der andern 


Function Q — v die Größe y leichter durch q und-v beflimmen Täßt, 
die Auflöfung mit Hülſe der Formel 
z=qy-+ /(pdx— ydg) 





bewerfftefigen müffen. Sollte ſich aber der Ball ereignen, daß fih 


fowohl x durch p und v, ald auch y dur q und v beſtimmen laͤßt, 


ſo wird man folgende Formel gebrauchen müſſen: 
z=pxr +q7 — Skdp+yäg). 
Anmerfung. 
$. 165. Diefes Problem umfaßt unzählige Faͤlle, die in den vor 


hergehenden nicht enthalten find, und auch die Auflöfnng desfelben 
gründet ſich auf ein ‚ganz anderes Princip. Indeſſen find wir noch 


weit entfernt von der "Auflöfung des allgemeinen Problemes, dem dab . 
gegenwärtige Kapitel gewidmet ift, und bey welcher Unterfuchung die 


Auflöfung verlangt wird, wenn zwifchen den vier Größen x, y, p 
und q irgend eine Gleichung gegeben wird, und es fcheint, daß man 
diefelbe wegen der Unzulänglichfeit der Analyfis kaum erwarten Fönne. 
Wir werden und alfo damit begnügen müffen, die Auflöfung recht vier 
ler. Sälle zu lehren. Um aber die Wichtigfeit dieſes Problemes in ein 
belleres eicht zu fegen, wollen wir einige Beyſpiele beyfügen. 


Beyfpiel ı 


$. 166. Die Natur der Sunction.z zu unterfugen, 


wenng= An für dz = pdx + qdy werden folt. 


4, 
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| Be BB hier Die Groͤßen p, x und q, y abfondern laffen, und | 
wei = — * ft, ſo ſetze man = —v =; alfo wird da- 
durch p durch x und v, und q duch y und v ſo beſtimmt, daß man 
erhält i 





4* | vy2 
Pe wmg=ll, 
folglich 
' 12d x vyꝛdy 
dz = a?v + a? + 


Hieraus Pie wir 


2 sd 
= dur 32a + „fe: .—_ rar), 


‚und fo muß — 5 — y3 eine Zunction von v felbft feyn. Sept man nun 





2 fl) od v3 x’ . f) 
ru A pyp=o—-f(n, 


ſo wird man erhalten: 

I ee! Er m+io]. 

nr. Bufaß 
§. 167. Hieraus laͤßt ſich v ſehr leicht eliminiren, wenn man 

g ne- ) alſo fv) = =” ey 

ſegt. Nun gibt die erſte Gleichung | 
y-e= en, alſo @w = — 
ud weil 
34 3 


iſt, ſo wied ‚man erhalten 


2 





WB v2y$ — bI —- e v⸗ 
777° 7 





=: Ve — 6) 0° — ©): 
en eier. 
4. 168. . 00 dz — pdxr + gdy und es werde 
geiverr-en 
man unterfuche bie —* der Funetione— 
| | | 8 


/ 
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Die feſtgeſetzte Bedingung laͤßt ſich zurüdführen auf bie Slachn⸗ 
bꝛ qꝛ — y2 = x — ap, v, 2 
und. hieraus finden wir 


a=;,Vr+v und p=- Ver. J 





Nun iſt aber | 
Spdx = - Sixyx _ Y J 
— — x x? — vr — — dx ., ac) 
— 2 4 aa —— 
—— — ae 


und auf ähnliche Art ergibt fich 
sy=hVrFrtZ!. — 
Dee erhält man 


A Sun 


1 Ve ” = 


+ — 
| 4als+ Ve) Vey | 
welche Gleichung ſich auf folgende zuruͤckführen Täpt: 
= ge a lH VRSTE 
Auf ähnliche Art findet man na 
u=(2)= =S+5+z!b+Vr +. 
und da hir V-U=f (v) if, fo wird man erhalten: u 


— b Vy + v + v 
— 4 L. NT, = Wr 9, 


„)- ya 


[x + Ve — v . 
und daher wird der Werth bon v durch x und y beſtimmt. Hieraus 
ergibt ſich endlich | 
2 vente: 7 I ER f(v), | 
N i | [x + Very’ a. u 


— 117 — 
oder 
N ee E re 


4 nmerftung. 
$. 169. Dieſe Aufloͤfung laͤßt ſich von den logarithmiſchen Aus 
drücken auf folgende Art befreyen. Man ſetze 


un ' —b .. 
"U. tQ=h+4 


ſ erhaͤlt man 





"Lv nd Er). 


. tab — ‚UtVetW, 
.. [x + Vı? C5 
und demnach wird v durch t gegeben. Ferner ſey yaır (t), ſo 
wird man, weil dv. fr () = — if, halten: 


same td=fE=rO, 


und fo fommt man auf bie Bleihung: 
(a—b)v 


pen Vet Ver Fr FF 


und biebey ift 
—W G+VE+Vv* 
vet. F’/(t) und tab Kr vazıp’ 
folglich tann t ind v durch x und y auögedrüdt werden. 
Es faͤllt hier ſogleich in die Augen, daß, wenn F’ OD =o ge: 
nommen wid, v=0o,FW)=o und 2 - +% = fe9, alfo 


ah p= = ud g= 4 ‚ auf welche Art der — Bedin⸗ 


guug ebenfalls Genüuge geſchieht. uͤbrigens iſt dieſe Methode, die J 


logarſthmiſchen Größen wegzuſchaffen, hoͤchſt merkwuͤrdig, und kann 
in andern Faͤllen eine ſehr ausgedehnte Anwendung geſtatten. 
Beyſpielns. 
$. 170. Die Natur der Function z zu beſtimmen, 
wenn da=pdx-t gdyiit, und rar feyn ſoll. 
Man febe alfo 


. Ag" 


_ s—= ve, 
y" 


pP 


» - 
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ſo ergibt ſich hieraus | ni 
5 1 m ! n \e i wu. 
. ‘ ı . nY pe 
= od gut yb \ 
“ P: — d | a. | 
Wenn .A'zn at gefept wird. Wir werden demnach erhaltenn „2 
mtr a mh on .,he 
ze p 
dx en E px p? * dv 
“ (m m-+p X r mt? ‚vtm. vun 
at Be ea 
"ey „e j W nt?» 
gay ng a 
Es wird daher die Gleichung Statt * Anden: U hmmm Ca 
mt ur ah en reg Ah 
x Bi a ay I yP . > 
. I a FE 1] Fase * 
(n Flur nn aha | 
+ af an ” Fe] 
ſo u durch Subſtitution | BEE Ar 
| m+er atvV.., fe — 7 
Pas vo | 
m+pHWt! ara EM ur ee 
folgende Gleichung erhalten wird: Ba E27, 
“ m te n+» J EEE BE Ur ie 
k RR" 


m4yv arna 


"Für den einfachften Fall fegen wir f/ vr mo und 10> = 
fo werden wir finden: 
= n + y m +» n 


P 
y'ıt- a — und ' 











(n + »)ax P 





m+Hy ” 


dann aber ergibt fi . 
" :m+y n-+» | | 
— I —_ Lt _ | 

.=-|[.;:® Targa? u "+r], ober 
te m+p n-+ Fe 
w ep n--V 
ren . 
a+HvV. mt eh A 





Aufgabe 288. 

$. ı71. Sey dz = pdx + qgdy, und zwifchen den 
Größen p, qundx, y eine foldhe Relation gegeben, 
daß pund qald Sunctionen vonx, yund einer neuen. 
Veränderlihen v erfheinen; man ſuche jene Bälle auf; 
in weldhen man die Natur der Function z beftimmen 
kann. Ä 

Au n Lö f ung. 

Weil p eine Function von x, y und vift, fo ſuche man, indem 
man y und v ald conflant betrachtet, das Integrale /pdx=P, und 
es fey, wenn alle Größen ald veränderlich angejehen werben, 

:  gp—pdz-4Rdy-+ Mäv, 
fo wird man, wenn für pdx der Werth’gefept wird, erhalten: 
dz=dP + (g— A) dy — Mdv. 

Sollte es ſich num ereignen, daß g—R bloß eing Function v von 
yund v, alfo x ausgenommen, iſt, fo nehme man v conſtant / ſuche 
(4—®) dy = |T, und e8 fey 

* Ar Sam dy+ Var 
© Subſtituirt man daher für (1—R) dy ſeinen Werth in der obi⸗ 
gen Gleichung, ſo wird man finden: 

d (G V av,. 
und weil dieſer Ausdruck integrabel ſeyn muß, ſo ſetze man 
ir .M+-V=f(r),.fo wird 
Nr Zu z=-PIT_ iM 

Nach den: hier auögeführten Operationen aber werden Die Otößen 
P,R, Mduch-V,x, y und v,.und V durch y und v allein gege« 
ben, und die Auflöfung gelingt, fo bald in dem Ausdrude q — R fein 


- 


N 
N 


% 
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x mehr erfcheint. , Aus gleihem Grunde wird ſich auch die Auflöfung 
ausführen Iaffen, wenn M bloß durch y und v gegeben wird; denn 
dann fudhe man /Mdv= L, indem man conſtant nimmt, und 
es ſey 

ſo wird man erhalten: 


dz=dP-(g—_ R+N)dy—dL, 
und ed wird zwedimäßig feyn, 
qa—B+N=l(y 

zu fegen, damit man | 
z=P—L-+f(y) 
erhalte. Auf ähnliche Art Hätte man auch die Rechnung mit ber Ber 
flimmung des anderen Theiles Sq dy beginnen, und dieſethe eben ſo 
weiter verfolgen koͤnnen. 

Durch Einführung einer unbeſtimmten Function HK vonx, y.und 


v aber fann die Rechnung weit allgemeiner burchgefüßer werben. 
Penn es fey 





AK=Fdr+Gdy+Hav, ,7* 
und man betrachte die Sleihung — .. ** 
de +dK=@+M dc ++) dy+ Bär, 
nehme nun y und v ald conflant, fuche 
| /e+Ndı=P, 


und ed fey 


dP=(p+F)dx+Riäy+Mdv; 
fo erhält man dann | 
det d4K=dP+ ( FG—R)dy + (H— M) dr. 
Ereignet es fih nun, daß entweder — + G— R ober H—M 
bloß die beyden Veränderlichen y und v mit Ausnahme von x enthält, 
fo läßt fich die Auflöfung durchführen, wie früher gezeigt worden iſt. 


Aufgabe a9. 
$. 172. Sey dz —=pdx + qdy und zwifchen den 
beyden Differenzialformeln p, q und den zwey Des 
änderlihen x und z oder y und z irgend eine Relation 
gegeben; die Auflöfung des Problemed, im wie fern 
es möglich if, auszuführen.. 


“in Betrachtung, und ſetze 


zB 493 Em 


Auflöfung 
Geben wir, ed fey gwifhen.py q und x, z eine Relation ges 
geben, fo werden wir dieſen all leicht auf den vorhergehenden zurüde 
führen fönnen. Denn man siehe die, aus der KHauptgleihung abge⸗ 
leitete Formel 


dy= de —pds, 
q 


'-n und P=_n, 
q:. 


q Be a 632330 
fo. daß mon I u 
on Ay mda 4 üdx wa, 
erhält, f wird bie vorgelegt Relation, weil. 


n . . nu "io 
1*3 und Ps. BEE Zr 2 eu 
ift, die vier Größen m, n, zund x enthalten ; und daher ift dieſes 
Problem den früher behandelten Aufgaben ganz ähnlich, bloß mit dem 


“ Unterfchiede, daß hier bie Größe y beftimmet wird, während wir früher 


z gefucht haben. Weil aber diefe Beſtimmung durch Gleichungen bes 


zweckt wird, fo ift eö gleich viel, ob wir am Ende z oder y daraus 
entwickeln wollen. Laͤßt ſich alfo nach: Ausführung diefer Reduction 


die Srage unter die früher behandelten fubfumiren, fo wird man fie 


_ auch nach den bereits gelehrten Methoden beantworten fönnen. 


Beyfpiel, 
$, 173, Die Natur der Sunction z zu beflimmen, 
wenn dz == pdx + qdy ift, und qgus = atp feyn foll 
Man ziehe die Formel dy = = — * zu Rathe. Weil 





nun = = — it, fo wird man erhalten: 
dz xzdx 
dy= T — * und 
_ dz xzdı\, 
| =/7-=) 
ed iſt aber 
xzdx 122 x2dz_ ( 
/ a? 2 42 2 42 a ſo 
a 1 x? 122 
7 — S Z (: + 22: 2 a? ’ 


GER 122 — \ 
Man ſebe demnach 


En Het, 
wi. BER 
| ze, 


aus welcher Gleichung ſich auch = durch) x und ybeftiimen laht 
Wenn wir, um einen einfacheren Sal zu haben 
fe)=b-+as 

feben, fo werden wir erhalten: 


I 
y—b= (a -m)° und != WÄLLT EEG , 


und wenn a 0 und I = = ; genommen wird ſo finden wir für de 


ainfeqhtn Bat => 





I; dann aber wird 


ort 


u. 123. mi 


ET gagite vi. n— 

Bon der Aufloͤſung der Gleichungen; dep. welchen. wiſchen den 

jepden Differenzialausdrüdfen (2 =)» (& -) und allen drey 
Verluderichen x, y, 2 geb eine- Relation gegeben wird, 





rom u: A en 


Fat gabe 2 
Gi #94. sg Allgemeinen die Natur der Function 
Be beflimmen, .wenn da= = päx r.a47. ift, und 
mjpk Far -fegn Toll. nn 
Kuflöfunge: niit 
Man eliminire mit Huͤlfe der gegebenen Delation entweder die 
Zroͤße p oder T Da nanlich — — = - ift, fo wird man 
abe. ir Ra „ou /22 J 
u Die ‚pdx —— or . A 
“in Gteihung man auf’ —2* ® brüigen’ hät: J 
21ꝛ y dy ti - 2.8 nn] 
mn — — —)=pyd.-, 
"de 7 (di: y )= —* m 


yon) 

um das erſte Glied de: + —= gady der. Sonn integrabel zu 
nach, ‚miltipfieie man die Gleichung vd = Buner, (z).: ober 
um einen öefondern Ben iu. haben, durch ri fa wird man finden: 
1: .— = ppzia.! 5. Iſt dieß gefchehen, ' fo # wohl einfeuchtends 
* man —— ) ſetzen muͤſſe, damit = — 1 (- )r oder 


u yıf (= ) werde. Hieraus geht nun herver daß z eine homo» 


gene Sunetion von x und 7 ſey / wobey die Anzahl der Dimenſie onen . 
mn iſt. 
Multiple man im Angemeinen die Gleihung mit - - Gunet. (4, =) 


fo wird des erſten Theiles Integrale F (5) feyn; für den andern 


zum 172/ mm 
heil aber wird many wenn BI „ Sunet, (-) = * “6 ) gefeßt wird, 
erhalten F(: =) F ) und es wird alle * —, wie früher, irgend 


einer Function von : gleich werben. 


Zuſatz . 
$. 175. Da z eine homogene Function von n Dimenflonen der 
Größen:x und y bezeichnet, fo werden p und. q ſolche Zunetionen von 


Baer a. Dissenfiogen ſeyn. Da nämlich s = rt(2 ) iſt, Jo wird 


= = 2(e) md g= ig I 


ſeyn, und daher wird offenbar | 
Bufak-.: 0. mern 


F. 176. Wenn p und q homogene Zunctionen von n — 1 Di 
menfionen der Größen x und y find, und bie: Formel pdx + qäy 


integrabel, ober (2) = (2 1) 1172 dann wird + 77. wen 


laͤßig dad Integrale feyn; welche Eigenſchaft bisweilen von vorzig⸗ 
lichem Nutzen ſeyn kann. 





Anmerfkung. nu | 

g. 177. Das Zundament diefer Auflöfung beficht darin, daß die 
zu integeirende Gleichung in zwey Xheile aufgelöft wird, deren jeder 
mit Hülfe irgend eines Multiplicators integrabel gemacht: werben kann, | 
woraus fih dann eine veränderliche Größe, deren Differenziale im der | 
Gleichung nicht erfcheint, wird beflimmen laſſen. Man. faun daher 
unſere Gleichung nn 


dgz — nedy =p (ax — xdy 
y J 
auch auf folgende Art darftellen: 
dx xdy 1 ( N)= yn-ı 1dz ay, 
— — — oo — (dz — — — (— — 
y⸗ py y p \y yatı 
oder | 
'4.-. Zıa.-. 
y p y” 


mu 125 zu 


Sey alte 
oo. ZZ r (2), 
fo Wird“ man nden: . | on 
| | Aa - = F (=) ‚, unb umgefehrt 
ie (2), ‚wie früher. 
Wir koͤnuen au = pri aus der Rechnung wegſchaffen, 


denn da 
nz=px 4,97 


ia< r. fo. wird man erhalten : 
ndz = pdx +qgdy+ xdp + yäg. 


Es ift aber rn 
ndz = npdx +4 ngdy, u 


vermöge ber Vorausſetzung, und daher 
@— ) pdx — dp +(6@-1) ady: — rdg= 0, 


oder 
are ee qdy 
e [eS2r=_ 22] 4 „fer _ 4]= = 0, 


welche Bleicuig auf folgende Form gebradit wird: 
end. * — yıd. —* o, oder 








So: arte 
Man febe | 
z»2. p . " 
7*— . ſo wird 
—— 
— — ga, N 
‚ ober man fege, wenn —— wird, weil vv =— fl (=) 
iſt: | 
Iuucnt PB. 1 . J 
Bu t 2sı= Fin: 1 
fo daß. 


Win — 


wird, und man wird finden: 
. [duf @: = fw= aF 9 — rr⸗ (v); 


U! 122 — | \ 
Man ſebe demnach 


u nn Het 
Vi 





y = * -+ 10, 
aus welcher Gleichung fich auch z durch x mıd y beftimmen laͤßt. 
Wenn wir, um einen einfacheren Sal zu Baben,.  . -.. 
‚\s@a=b-+as. 
feßen, fo werben wir erhalten: 


Br F 22 (y v 
y I= & 2) und z 7 


und wenn a== 0 und b= = 0 genommen wird ‚ fo finden wir für hr 
einfachſten Zal = 7" — I; dann aber wird 





p y ss —ıy 
\ a  mT und — nk 


Denkt man fich alfo, daß die Groͤßen x" und yP eine Dimenfion 
ıthalten, fo wird 2 einer Function derfelben von einer Dimenfion, 
e Groͤße z felbft aber einer Sunction derfelben Veraͤnderlichen von 
Dimenfionen gleich feyn. Oder wenn man für s irgend eine homo⸗ 
me Bunction von n Dimenflonen der Veränderlihen t und u nimmt, 

1 1 
ſetze man dann t—x” und u == y”, und es wird die entſprechende 
unction für z zum Vorſchein fommen. 


Aufgabe 3. 

$. 199. Im Allgemeinen die Natur der Function 

zu beflimmen, wenn dz = pdx + qdy ift, und 

—=pX + qY feyn foll, wobey Z eine Function 
on z, X von x, und Y von y bezeichnet. 


Yuflöfung :. 
Aus der vorgelegten Bedingungsgleihung findet man. 
-i_yR 
u Ze 2 
rd die Subftitution dieſes Werthes gibt 
ze (#7), 
aber u 
ds _ p Xdy px ix ayy 
76— = See 9 


nd uun liegt die rn fhon klar vor Augen, Dan ſetze nämlih 


-([E-[9 
nd man wird ealten: 
Sf (SE- 


— 126 — 
alfo . * 
O) m 
⸗ a—-ıf (u) fl!) _ em ls‘ 
A NT 6) 7 0) 





p= 


‚DE px+ qy=ıy„F 6) oder | 
"ze pr (2); wie fie 
| auf g abe di. 
178. Die Natur der Sunction z zu vetimmen, 


wenn dg = pdx + qdy ift, und “pH Baymm 
feyn foll. 


Auflö fi ung. 
Aus der vorgelegten Bedingungsgleſchung befimme nah, hui⸗ 


he, den Werth g= er — ar und man wird J halten!“ u 


vr ... 


und Diefe Steigung gibt , wenn man fi fie vu F P pioibiee: 


sa py”P x 
d.—— n:B = (12 - öJ 


y 
Wenn wir demnach 
5), 
ſetzen, fo erhalten wir als Auflöfung | 0 
ss 3* zu y°'Pf — . Br FEST Tree 
( u (=) ur 


pam: 6 XX 
Allein die Function von — — wird auf eine Funetion xon 
y* y 














zuruͤckgeführt, daher wird z auch durch x und y fo beſtimmt, daß 


= Bel) 
ı=y 6) 
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= 


ed, oder auch 


a 


Denkt man ne arte / vor die Größen x ã and v⸗ eine Dimenflen 


wi 


nthalten, fo wird 2" einer Function bderfelben von einer Dimenfion, 

ie Größe z felbft aber‘ einer Function derfelben Veränderlichen von 

Dimenfionen gleich feyn. Oder wenn man für z irgend eine homo» 

ee Zunction von n Dimenflonen der Veraͤnderlichen t und u nimmt, 
1 1 


ſetze man dann t—x” und u = yP ‚, und ed wird die entiprechende 
unction für z sum Vorſchein kommen. 
| Aufgabe 3. 

$. 179. Im Allgemeinen die Natur der Function _ 
ı zu befimmen, wenn dz=pdx + qdy if, und 
= pX- qY feyn foll, wobey Z eine Bunction 
on z, X von x, und Y von y bezeichnet. 

 Auflöfung :. F 
Aus der vorgelegten Bedingungsgleichung findet man. 


ad die Subftitution dieſes Werthes gi 


ı- = ax Zr 
Mi vera) 


ur (1: — ir) x (ir _ 


nd uun liegt die auffen fhon Flar vor Augen, Dan m ni Ä 


7 ([E-[9 
d man wird Salt: . 
de dy __ 2 | f’dre a 
SE-S[7='(J[5- T. 


woraus der Werth von =, durch x und y ausgebdruckt, erhal. 


fd, - 


Eu Gleichung enthalten gefunden : 
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wird. 
Bufapı | 


G. 180. Es muß alfo hier = durch x und y fo beſtimmt werden, | 
daß, wenn X, Y und Z gegebene Bunctionen vonx,y und s allein 


SEM OB 


werde. Die Auflöfung diefer Aufgabe haben wir alfo bier in folgende 


SESEHR, 


| 8uſatz = EEE 
s * Wie aber dieſer Werth der Bedingung der Aufgabe ent 


ſpricht, Teuchtet fogleich durch die Differenziation deöfelben ein. ° Denn 
da man hat 


hoy4 (a MS: MNy 


fo wird man finden: 


(z =2f (/Z -[ und 
= HUE-D 


und daher wird | 
Ze Bir ) 4* (5 32. 


Anmer fun g. 
$. 182. Die Auflöfung kann alſo auf eben dieſe Art, wie wit 
zu Werfe gegangen find, ohne Einführung der neuen Größen p und q 
ausgeführt werden, indem man ftatt berfelben die Differenzialaud: - 


drücde (=) und (5 5 beybehaͤlt; leichter aber iſt es, die einzelnen 


Buchſtaben zu ſchreihen, und die Rechnung wird kuürzer. Allein von 
diefer Gattung von Aufgaben, bey welchen alle drey Veraͤnderlichen 
x, y und z, außer den beyden Differenzialausdruͤcken p und q, in 
der Beftimmungsgleichung erfcheinen, laſſen fich nur fehr wenige auf: 
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Iöfen, umd außer dem behandelten Probleme wird man kaum noch) 
eined oder dad andere beyfügen koͤnnen. Ruͤckſichtlich diefer Materie 
find demnach noch bedeutende. Erweiterungen der Rechnung zu wiüns 


ſchen. Damit man aber den Einfluß diefer Aufgabe beſfer durchſchaue, 


wollen wis einige Beyſpiele beyfügen. 
Beyfpiel.ı. 


$. 183. Im Allgemeinen die Natur. der Function 


z zu beflimmen, wenn dz = pdx + qgdy gefept wird, 
und 2? = px? + qy? feya fol. 

Hier if alfo Z=z:, X=x: und Yo=y?, und daher erhal: 
ten wir 


d<_ 1, dy _ ı 
Eu 12 u Surss EEE 
—— oder 


— 
Man nehme demnach irgend eine Function der Groͤße 
1 1 x — 7 


y. x xy 
fo wird man, wenn diefe durch V bezeichnet wird, erhalten: 





7 ® 
ı— Vy f 


Segen wir z. B. v=-- =} fo werben wir finden: 





* > 
N 


daher 
XY 


ny — (n—ı)x 





⸗ 
und demnach wird 
fi: nd -@ -)=: a 2 
P 2)= = nr x)? u q dy “y—-(a—ı)ı® ı) x)? 
und fo findet man 
per + = — en 
y—an—ı)a)? | 
Euler's Int earalrechnung III. Bd. 9 


— 1530 mr 









a Beyſpiens. 

F. 184. Wenn dz = pdx + qdy gefest wird, un 

— 4 ſeyn ſoll, ſo iſt im Allgemeinen die Nati 

er Function z zu beſtimmen. 
Da man bier 


n 
= 
d 


x3 r⁊ Fyund =; 


hat fo wird man finden: 


JE /3 = !yt wo fünie 


und I erſcheint die Aufloͤſung unter folgender Form: 


1 
| zz=ır +t@—p) 
oder | 
22 any: 4 f(x — y2);.-. 

denn es ift nicht nöfhig, die Function mit an zu multipliciren, 
diefelbe ſchon an und für fi) alle Operationen involvirt. 

Nehmen wir für diefe Bunction den Ausdruf a (x? — f*), 
wird man als particuläre. Auflöfung erhalten:. 


2? =ax®--(n—a)y und z= Yax? + (n— a), 5 
und daher it | 
— 9) — 4x 
TO \a) Vyera-gn 
und | 
dz (n — q) y 


g=(-—-)= 


dy Ver ta—g)y 
"r folglich ® tz Im!, 





aufgabe 3 

$. 185. Die Natur der Function z zu beftimmen 

wenn für da = pdx +4 qdy die Öleihung Statt fü 

den follg=pT-+ V, wobey T irgend eine Zunctis 
von x und y, und V eine beliebige Sunction we 

und z bezeichnet. 


zum 131] —ö“ 
Auflöfung 


. Dan febe für q den angegebenen Werth, und gebe der Gleichung 
gende Form: 
dz — vay = p(dx-+ Tdy). 

Weil nun V bloß bie zwey Veränderlichen y und z enthält, fo 
rd es einen Multiplicator M geben, der daß erfte Glied de— Vdy 
egrabel macht; man feße demnach 

M(dz— Vdy) =dS, 

Eben fo wird ed, weil T bloß x und y enthält, einen Multipli⸗ 
or L geben, der auch dad zweyte Glied dx + Tdy integtabel 
icht; es ſey alfo 

L(dx-+- Tdy) =.dR, 
daß nun R und S befannte Bunctionen find, und zwar die erftere 
ı x und y, Die legtere aber von y und z. Unſere Gleichung wird 
nnach folgende Form annehmen : | 





ds pdR pMdR 
7 — oder daS = D' 


en SIntegrabilität nothwendig erfordert, daß an eine e Gunetion von 
ſey. Seben wir alfo 


aM —= f/ (R), fo wird man erhalten S—= (A); 


4 wilde Gleihung die Relation zwifhen z, x und y beftinme 
* 
Zuſatz 1. 

F. 186. In dieſem Probleme iſt das vorhergehende als ein be⸗ 

derer Sale enthalten; denn da daſelbſt Z=pX-+qY if, fo 


»gy=—. p +2 — und wenn man die vorftehende Aufgabe 


vendet, fo erhält man: 
T- x und V= zZ 
— 7 7 — 7 


Zuſatz 2. 
$. 187. Obgleich aber diefe Aufgabe bey weitem allgemeiner ift 
die vorhergehende, fo ift fie übrigens noch in fehr enge Grenzen 
gefchloffen, und man fann mit Hülfe derfelben nicht einmahl den 
hſt einfachen Fall — py + ax auflöfen. 
9 * 
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Anmerfung 

F. 188. Die Gleihung z = py + gz ift allerdings merk⸗ 

würdig, weil fie nach Feiner bisher befannten Methode auflösbar zu 

feyn ſcheint. Denn man mag aus derfelben q =- —. beſtimmen, 
wodurch 





x x 


wird, oder man mag auf ähnliche Art p eliminiren, fo ift dennoch 
fein Mittel befannt, diefelbe aufzulöfen. Die Urſache vier Schwie⸗ 


rigkeit liegt offenbar darin, daß die Formel de — -—T durch. feinen 
Multiplicator integrabel gemacht werden kann, oder: weil die Gleichung 
dy 


da— —- = o offenbar unmöglich ift, weil x eben fo gut der: 


änderlich ift, olsyundz. Ich babe nämlich bereitd oben ſchon er⸗ 
innert, daß nicht alle Differenzialgleichungen zwiſchen drey Veraͤnder⸗ 
lichen moͤglich ſeyen, und habe zugleich den Charakter der Möglichkeit 
dargeſtellt, welcher fuͤr eine Gleichung von der Form 

dz+ Pdx + +04, = 
beſteht, daß die Relation 


E)-A-N- 


Statt findet; in unferem Salle iftnun P=o un 0= =:, und 


daher gibt diefed Kennzeichen = und da dieß falfch ift, fo ift 


auch jene Sleihung dz — "7 = o unmöglih, was zwar für ſich 


klar ift. Allein für den Sal z= Py — qx biethet fich dennoch eine 
particuläre Auflöfung dar, nämlid S n (x 4 y), und daher wird 
p=gqg=n. Wir werden aber fpäter die Methode angeben, aus 
einer folchen particulären Auflöfung die Allgemeine zu finden. 


Beyfpiel ı. oo. 
$. 289. Die Natur der Function z zu beflimmen, 


wenn da pdx-+ gdy gefegt wird, und pr tax — 
ſeyn fon J 


J 135 me 


Py Til, fo wird 


Da fig I 





und Sieraud erhält man: 
dS= M(dz — ud dA= L(dx— er). 
Ban nehme⸗ alſo —— damit S= werde, und L= 2x, 
damit man AR = x? — y2 erhält, fo ergibt ſich folgende Auflöfımg : 
- f(x —y?) oder z = y’f(x® —y°?) 
Senfp iel a 


$. 190. Die Natur der Zunection z zu heflimmen, 
wenn px + qy? = nyz für da = pdx + qdy werden 





ſoll. | | 
Da do | 
= — 4 iſt, fo wird 
T * _ und V = = 

und fo iſt diefer Fall in unferer Aufgabe entfalten, und hieraus er» 
halten wir _ | | 
“ . 2d - . 

Ä dR—L (dx - und 





==. = genommen , fo erhält man 


1—5 


Wird deher L 


Roa'_'a 
y x xy 





Fi 
und wird M = — „gelegt, ſo wird S = ru und demnach ergibt 


f ich ſeizende Auftöſung 
x — ) 


2 a: z=yt 


Yufgabe 33. 


F. F Die Natur der Sunction z zu beflimmen, 
wenn dz = pdx + qgdy-gefegt wird, und p=qT + V 





zum: 7175/, ————— 


feyn foll, wobey T eine Zunction von x und y, V aber 
eine Sunction von x und z bezeichnet. 


Auflöfung. 
Wenn für p der vorgefchriebene Werth gefept wird, ſo wird man 

anf aͤhnliche Art, wie früher, erhalten: 
dz — Vdx=.q(dy-+- Tdx). 


Die Sunctionen V und T' find fo befchaffen, vo mar flat 
Sormeln wird integriren Fönnen: 


M(dz— Vdsx) =dS ud N(dy-t Täs) = an; 
man erhält alfo 


= oder dS an 
woraus fich fehr Teicht nachftehende Auflöfung ergibt: 
AM | 


Z—=f(R) m S=f(R, 


a Aufgabe 34 
$. 192, Sey dz = pdx 4 qdy, und ed foll 
z=Mp-+Ng 
ſeyn, wobey M und N beliebige Sunctionen der bey» 
den Veränderlihen x und y feyn mögen; man foll 
aus irgend einer particulären Auflöfung, welde 
z = V gibt, im Allgemeinen die Natur der Sunction 
2 beftimmen. | 


Aufisfunn. 
. Man differenzire jenen befondern Werth, welcher eine Function 
von x und yift, und.es fey 
dV = Pdx + Qdy. 
Weil diefer Werth, für z geſetzt, Genüge Teiftet, indem p=P 
und q=Q genommen wird, fo wird man der Vorausſetzung gemäß 
erhalten: 


v=-MP 4 NQ. 
Nun febe man allgemein \ 
z=V£f(T), und e fe 
dT = Rdx 4 Sdy, 
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fo Hat man nun Die Sunction T zu ſuchen. Durch Die Differengiation 
aber finden wir:. 


p= (z): =. Pf(T) + VRE(T) und 
a= (#) = Qem + ver um. 


Da alſo 
— Ap N Vey 


iſt, ſo wird man erhalten: 

Yf(Tl)= [MP+NQ] f(T) + V[MR-L'NS] win), 
und weil = MP--NQ if, fo wird man der Vorausſchung 
gemäß erhalten: _ | . 
MR-NS= o, alſo J 


Mdy 
IT=R( om 


® 


Es iſt num nicht gerade nöthig, Ri zu kennen, fondern es ift hin» 
teihend, den Ausdruck Ndx — Mdy in Betrachtung gu ziehen, 
welcher mit Hülfe irgend eines Wultiplicators integrabel gemacht wer⸗ 
den fann. Die Auflöfung läßt fi) demnach fehr leicht darauf zurüd: 
führen, daß aus der vorgeichriebenen Bedingung z=Mp-{+-Ng 
die reelle Gleichung gebildet werde: 

Ä a7 R [Nax — Mäyl,.. 

denn bat man einen ſchicklichen Multiplicator A gefunden, fo ergikt 

ſich die Groͤße T durch Integration, und iſt dieſe beſtimmt, fo wird 
z=Vf(T). 


— 3weyte Auflöfung: 

Leichter wird der allgemeine Werth auf folgende Art gefunden. 
Weil der Werth v von z befannt ift, febe man z= vv und ed ſey 
dv=rdx-sdy, 
fo wird man erhalten: 
J ‚und. + Vs, 
und daher = 
z=Mp-+- Ngo= (MP-LNQ) v+ Varna = vr. 

Es it aber V= MP + NO, folglid 

"Mr 


.Mr+-N=o oder — — 1. 
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und daher wirb 
dv=r (3= — 2) F (Ndx — May) Ä 


Sucht man demnach einen Käieticen Multiplicator, fo fege man. 
R(Ndx — Mdy) = dT, 
und man wird finden: 


dı=.n. aT, folglich weft und ein 


fo daß man im Allgemeinen x = vr erhält, wie vorher. 


Zufah ı. . 
$. 193. Iſt alfo die Bedingungögleihung z—=Mp + Nq ge 
geben, damit de — pdx + qdy werde, fo betrachte man fogleich 
die Differenzialgleihung A(Ndx— Mdy) = dT, fo wird hier 
aus der Multiplicator R und dann das Integrale T gefunden, und 
biefe Operation iſt von dem befannten befonderen Werth V mmabpängi: | 


Zuſatz = 
$. 194. Iſt aber die Größe T gefunden, und hat man öuf 
irgend eine Art die particuläre Auflöfung r = V erhalten, fo wird 
2 = Vf(T) die allgemeine Auflöfung feyn. Es ift aber wohl gu | 
merfen, daß aus der particulären Auflöfung die allgemeine nur dam 
gefunden werden fönne, wenn die vorgelegte Bedingungsgleichung die . 
Som z=Mp--Ng but. 


Bey fp iel ı 
$. 195. Aus der. befondern Auflöfungz=x-tYy 
die allgemeine zu finden, wenn z=py-- qx für 
ds = pdx + qgdy feyn foll. | 
Da hier M=y und N=x ift, fo werden wir folgende Gleichung 
erhalten: 
| R(xdx— ydy)=dT, al 
T = f (x? — y?), ‘ 
und demnach wird die allgemeine Auflöfung feyn: 
z=ty)ft—y) 
Bepfpiel-a. | 
$. 196. Wenn da = pdx + qdy gefest wird, und 





ı ee 10T Gm 


(+) gl —x) feyn foll, aud dom particu- 
tären Werthe a Ve + y® die allgemeine Auflöfung 
zu finden. 

Weil US xy und N=y—x if, fo leitet uns die For⸗ 
mel Ndx — Mdy auf die Gleichunng 


R (vdx— xdx — x dy -yy = AT. 





1 
Man nehme nun u er fo daß 
7dx — xdy xdı + ydy. 
Bull > iin mr, 


wie, ind man findet dann | 
To arc. tang. = _ 2y(@ + 79); 


aus welchem Werthe, der zwey wanfcendente Groͤßen enthalt/ ſich die 
Siage vennäc — 6 u 
sevaerri, | 

un es erfelt zugleich, daß ed außer dem gegebenen z == Vx? Fy y* 
feinen auderen particulären Werth gibt, der einer. algebraiſchen Bor 
labig bug | 

u Beyfpiel 3 oo 

| rn 197. Wenn da = pdx + gdy gefegt wird, und 
2=pd(axtPy) + go +öy) feyn foll, fo if aus 
der befannten particulären Anflöfung z=V bie 
Natur der Function.z im Allgemeinen zu beftimmen. 
Es iſt Her M=ax-+- By md N=yr-+dy, ‚wodurch wir 
auf folgende Gleichung geleitet werden: 

RB [ax + 5y) dx — (ax-+ Py) ij] = - ar, 2 

und bier muß wegen der. homogenen Borm die Relation Statt finden: 


2 
"= yE+ @—a)ıy — Ay: 
an. Mirnias— arena 
yı + (&— eo) xy py? 
wird, Um das Snlegräfe dieſes Ausdruckes zu finden, fepe man 
y= ux, und man wird ‚erhalten: | 
dx (a + Bu) du 


aT — Tv — — + (-d)u: F Bu‘ u EL 


fo daß - 
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Sey nun 
| (« + Pu) du — 
Sirene 
fo wird 
T LIx — ıU, 
und da die Sunction von T auch eine Function von = ift, fo wird 


man im Allgemeinen erhalten z = Vf 3). Übrigens ift einleuch⸗ 


tend, daß, weil U eine Zunction von u—! ift, U eine homogene 
Zunction von x und y, die Feine Dimenfion hat, feyn werde, folglich 


F eine Function von einer Dimenſion. 


a Anmerfung Bee 
6. 198. Bey diefem Beyſpiele bleibt demnach noch die Schui⸗ 
rigkeit zu beſeitigen, nachzuweiſen, wie die particulaͤre Aufloͤſung 
z == V erhalten werden koͤnne; denn wenn nicht wenigſtend eine ſolche 
particulaͤre Auflöfung befannt ift, fo ift an eine allgemeine Auflöfang 
gar nicht einmahl zu denfen. Für diefen Fall aber Täßt fich eine par 
ticuläre Auflöfung nach der folgenden Methode beftimmen, und da diefe 
etwas ganz Eigenthümliches hat, fo ift wohl gar nicht zu. zweifeln, 
daß durch diefelbe diefe Gattung von Rechnung ſehr viel gewinnen 
werde. 


An f j abe 35. 
F. 299. Wenn da=pdx +4 qdy gefept wird, and 
z=p(eax+Py) Fıhx+öy | 
feyn ſoll, einen particulären Werth aufzufinden, der 
ftatt z gefegt dieſer Bedingungsgleihung entfpridt 


Auflöfung. ‚ j 

Wir werden unferen Zwed erreichen, wenn wir für z einen fol 

chen Werth fuchen, der eine Function Feiner Dimenfion von x und y 
ift, oder der für y=ux in eine Gunstion von u ‚allein übergeht. 


Setzen wir alſo 
z=f(W)=f ( ) 
fo werben wir erhalten: ' 


une ‚150 smume 


P (0) = SE, und weil 








daa= 7 _ IE 0, ſo wird 
d= ı_:2 f/ (u), alſo 
d 
=- -fW)=—- und 


1 dz 
qy=-f (= —— 


Werden diefe Werthe für p und q ſubſtituirt, fo gibt die vorge 
Iegte Bedingung die. Gleichung 


ext B)pte@tön.g 
_ Zudz (æ +Bu) + dz rin) 
du 


‘ 


und daher wird 
z du 
zT I pw 


Gegen wir alfo 


du 
SFR Ze 


ſo bag z=V wird, und es wird V der particuläre Werth für = 
leyn welcher Genüge leiſtet. 
3 u f a 6 Fo i ir _ X 

F. 200. Iſt dieſer Werth V gefunden , fo ergibt ih mit Sülfe 
des vorhergehenden Beyſpieles die allgemeine Aufloͤſung fehr leicht; ed 
wird naͤmlich z = vi(z ) feyn, wobey 

“ dU — (@« + Pu) du 
U re -Ju— Bw 

ft, und daher Teuchtet ein, daß die Größe U aus dem partieularen 
Werthe v ſelbſt gefunden werden koͤnne. 


Zuſatz 2. 
. 201. Denn man wird erhalten | — 


06446) d 
TUE OIEe U Ey Pr an 
und daher ift 


U=—1 FFe=9% u — Fe] +2c+9 IV, 





um (150 mie 


oder | oo 
. ga+9) 
UV ———, alſo 
G: En Zr .+6—- o)u— uw 
E & YıR + @ a) xy — Pr, 
Ü vw (a +8) 
3 ufag 3. 
$. 202. Hat man daher den beſondetn Verth zaV gefunden, 
to daß 0 | 5 | 
. : dV _ \ 1 - du ...% De " 
— on Dre 


wird wobey u — ? iſt/ ſo wird die allgemeine Kuflöfung folgende 
feyn \ 

12 + &—a)xy—By?\__ ICE DESICEN EN 
— en) vi er ur) 


Bufap 4. Cr 
(. 203. Hieraus ergibt fich ein anderer partie ir Werth, der 
immer relgebrali IR; bier in nämlich —. 


R 


— D — WR 
oder irgend ein Vielfaches desfelben. Erfcheint aber V nicht in alge: 
braifcher Form, fo werden alle übrigen Werthe tranſcendent, ı und in 
Tolgendent & Anedeue⸗ enthalten ſeyn: 


z=[x(yx-+öy)—y(ax Keyjer? (az) 
‚Anmerfung. 
.. 9.204: Der einzige Fall, in welchem = —d iſt, und die 
Bedingungsgleichung Z 
 zep(a+ßy)+tg We) 
gegeben ift, erfordert eine befondere Entwidelung. ‚Wird, aber-erftlich 
u == 4 für den particulären Werth z=V. genommen, fo. findet‘ 


‚man: 
du 


y— 3eu — uf: 


IV 





zum 153] Zum 
Auflöfung 
. Man fege für q den angegebenen Werth, und gebe der Gleichung 
folgende Form: 
dz — Vay = p(dx + Tdy). 

Beil nun V bloß die zwey Weränderlichen y und z enthält, fo 
wird ed einen Multiplicator M geben, der das erfte Glied de— Vdy 
integrabel macht; man feße demnach 

M(dze— Vdy)=dS. 

Eben fo wird ed, weil T bloß x und y enthält, einen Multiplis 
cator L geben, der auch das zweyte Glied dx 4 Tdy integtabel 
macht; ed fey alfo 

L(dx-+- Tdy) =.dR, 
fo daß nun R und S befannte Sunctionen find, und zwar die erftere 
von x und y, die legtere aber von y und z. Unſere Gleihung wird 
demnach folgende Form annehmen : 





ds pdR pMdR 
7 — ober ds — al. 


deren Sntegrabilität nothwendig erfordert, daß 2 eine Sunction von 
R ſey. Seben wir alfo 


Mm = f/ (R), fo wird man erhalten S=—=f(R), 


durch Weide Steicjung die Kelation zwifchen z, x und y beſtimmt 
wird. 
Zufaß ı 
$. 186. In diefem Probleme ift das vorhergehende als ein be: 
fonderer Ball ı enthalten; denn da daſelbſt Z=PpX +gqY if, fo 


wird g= —. p +2 —, und wenn man die vorftehende Aufgabe 


anwendet, fo * man: 


X 
1 — 7 und V 


Zuſatz 2. 
$. 187. Obgleich aber diefe Aufgabe bey weitem allgemeiner ift 
als die vorhergehende, fo ift fie übrigens noch in fehr enge Grenzen 
eingefchloffen, und man kann mit Hülfe derfelben nicht einmahl den 


böchft einfachen Fall z= py + ax auflöfen. 


un 


y * 


m 152 — 
. 


inmerfung ' 


F. 188. Die Gleihung z = py + gx ift allerdings. mat, 
würdig, weil fie nach feiner bisher befannten Methode aufloͤsbar zu 
—-Py 

x 





feyn ſcheint. Denn man mag aus berjelben q =- 


wodurch | 
Ä d d 
47 — p(ax — 1ER) 


wird, oder man mag auf ähnliche Art p eliminiren, fo ift dennoch 
fein Mittel befannt, diefelbe aufzulöfen. Die Urjahe dieſer Schwie⸗ 





beſtimmen, 


rigkeit liegt offenbar darin, daß die Formel da — durch feinen 


Multiplicator integrabel gemacht werden fann, oder weil die Gleichung 


da— „er = o offenbar unmöglich ift, weil x eben fo gut der: 


änderlich ift, als yund z. Ic babe nämlich bereitd oben ſchon er⸗ 
innert, daß nicht alle Differenzialgleichungen zwiſchen drey Veraͤnder⸗ 
lichen möglich ſeyen, und habe zugleich den Charakter der Möglichkeit 
dargeitellt , welcher für eine Gleichung von der Form 


dz + Pdx + + Qdy =o 
beſteht, daß die Relation 


0 6 


Statt findet; in unferem Falle iſt nun P=o md Q—= =., und 


daher gibt diefed Kennzeichen = und ba dieß falſch ib, fo iſt 


auch jene Sleihung dz — "7 =o unmöglich, was zwar für ſich 


Hlar if. Allein für den Fall z=py-t- qs biethet ſich dennoch eine 
particuläre Auflöfung dar, nämlid z=n (x + y), und daher wird 


— — — —— — —— —— — —— 


p 5. Wir werden aber ſpaͤter die Methode angeben, aus 


einer ſolchen particulären Auflöfung die Allgemeine zu finden. 
Beyfpiel a. | . 
$. 189. Die Natur der Function z zu beflimmen, 


wenn da pdx-+ gdy gefegt wird, und r+e=Z 
feyn ſoll. 


Tg 
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Da hier 1 — Zi, fo wird 


und hieraus erhält man: 
as = M(d2 — 7) und an = L(dx — I . 
J ' x 


Ban nehme aljo M=_, damit =. werde, und L==2x, 
damit man R=x: — y: erhält, fo ergibt fich folgende Auflöfung : 


— ** = f( — y2) oder z=yf(x® —Y?). 
BSeyfp iel a 
$. 190. Die Natur der Function z zu beflimmen, 
wenn px? 4 qy? = nyz für dz == pdx + qdy werden 
ſoll. 





Da alſo 
ge 4 * iſt, ſo wird 
= — und V— —, 


und fo iſt diefer Fall in unferer Aufgabe enthalten, und hieraus er» - 


balten wir | 
dR=L (dx — 52) und 


ds — M (a⸗ — =). 











y? 
Wird daher L = genommen, fo erhält man 
N . a ı x_—_ y . ” 
k=,— x xy ‚ 


und wird M = — „gelegt, p wird S= zu und demnach ergibt 
f ich ftgenbe Kuflöfung: 


(2) = 


Yufgabe 33. 


F. Ion Die Natur der Function z zu beftimmen, 
wenn de =pdx + qdy-gefegt wird, und p=qT + V 





zum 15/5, m 


feyn foll, wobey T eine Function von x und y, V aber 
eine Function von x und z bezeichnet. 


Yuflöfung. 
Wenn für p der vorgefchriebene Werth gefeßt wird, ſo wird man 
auf ähnliche Art, wie früher, erhalten: 
dz — Vdx=q(dy-+ Tdx). 


Die Sunctionen V und T find fo befchaffen, daß mar folgen 
Sormeln wird integriren Fönnen: . 


M(dze—Vdı)=dS und N(dy+ Tide) = an; 
man erhält alfo 


== oder dS = Man, 
woraus fich fehr Teiche nachſtehende Aufloͤſung ergibt: 
M 


= =f(R) und S=f(R). 


Aufgabe 34 
F. 192, Sey dz = pdx + qdy, und es foll 
z=Mp-+-Ng 
feyn, wobeg M und N beliebige Sunctionen der bey 
den Veränderlihen x und y feyn mögen; man foll 
aus irgend einer particulären Auflöfung, welde 
z=V gibt, im Allgemeinen die Natur der Sunction 
z beftimmen. 


Auflöfung. 

Man differenzire jenen befondern Werth, welcher eine Function 

von x und yift, und es fey 
dV = Pdx 4 Qdy. 

Weil diefer Werth, für z gefegt, Genüge Teiftet, indem p=P 
und qg=Q genommen wird, fo wird man der Vorausſetzung gemäß 
erhalten: | 

V — MP 4 NQ. 
Nun febe man allgemein 
z—=V£E(T), und es ſey 
dT = Rdx 4 Sdy, 


uvm 
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jo Hat man nun dieſe Function T zu ſuchen. Durch die Differenziation 
aber finden wir: 

| p= (Z = Pf(T) + VRf(T) und 

dz\ | 
5) = QE(D + VSF(T). 
Da alſo 
2 AMAp-NVt (T) 
iſt, ſo wird man erhalten: 

VECD) = [MP-HNQJECH + VIMRENS] EIN, 
und wel V=MP--NQ if, fo wird man der Voraueſehung 
gemaͤß erhalten: 

ARNSSo, alſo 
— Mdy 
AT=R (ax  ?). 

Es iſt nun nicht gerade nöthig, Ri zu Pennen, fondern es iſt hin⸗ 
reihend, den Ausdruck Ndx — Mdy in Betrachtung zu ziehen, 
welcher mit Huülfe irgend eines Multiplicators integrabel gemacht wer⸗ 
den Fann. Die Auflöfung läßt fi) demnach fehr leicht darauf zurück⸗ 
führen, daß aus der vorgefchriebenen Bedingung z=Mp-+ Nq 
die reelle Gleichung gebildet werde: 

adT=R [Ndx — Mdy], 
denn bat man einen ſchicklichen Multiplicator A gefunden, fo ergibt 
fih die Größe T durch Integration, und ift diefe beſtimmt, fo wird 


— Zweyte Auflöfung 
Leichter wird der allgemeine Werth auf folgende Art gefunden. 
Weil der Werth v von z befannt ift, fege man z= Vv, und es ſey 
dv=rdx + sdy, 
fo wird man erhalten: 
p=Pv+Vr un a=Qr+ Vr, 
und daher 
z=Mp + Ng=(MP+NO)vr+ Vet) — Vr. 
Es it ade V= MP -- NO, folglid 


M 
.Mr+- Ns =o oder =—ı 


ze 130 em 


und daher wird 


Mad . 
iv=r (ia I! = 5 (Ndx —Mäy), 2 


Sucht man demnach einen ſchicklichen Multiplicator, fo fege man 
R(Ndx— Mdy)mdT, „ 
und man wird finden: 


dv: at, folgig =) mb vl), 


- — 


fo daß man im Allgemeinen z = vr erhält, wie vorher. 


Z3ufaß ı 
$. 193. Iſt alfo die Bedingungsgleihung z—=Mp +Naq ge⸗ 
geben, damit d — pax-4 qdy werde, fo betrachte man ſogleich 
die Differenzialgleihung A(Ndx— Mdy) = dT, fo wird hier 
aus der Multiplicator AR und dann das Integrale T gefunden, und 
biefe Operation ift von dem befannten befonderen Werth V mabhangis 


3ufag 2. 
$. 194. St aber die Größe T gefunden, und hat man auf 
irgend eine Art die particuläre Auflöfung r — V erhalten, fo wird 
2 = Vf(T) die allgemeine Auflöfung feyn. Eo ift aber wohl zu 
merfen, daß aus der particulären Auflöfung die allgemeine nur dann 
gefunden werden könne, wenn die vorgelegte Bedingungsgleichung die 
Som z=Mp -+-Ng hat. | 


Beyfpiel ı 
F. 195. Aus der. befondern Auflöfungz= x + y 
bie allgemeine zu finden, wenn z=py- qx für 
ds = pdx +4 qdy feyn foll. 
Da hir M=y und N=x ift, fo werden wir folgende Gleichung 
erhalten: 
R(xdx — ydy)=dT, alſo 
T=f (= — y?), 
und demnach wird die allgemeine Auflöfung feyn: 
z=ktf@®—y) 
Beyfpiel-z. 
F. 196. Wenn da = pdx + qdy gefept wird, und 
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s= pr@+Y) 0 —S5 feyn foll, aud dem particu- 
lären Werten = Ve + y die allgemeine Auflöfung 
ju finden. 

Weil U—x 4y und N=y—x il, fo leitet uns die For⸗ 
mel Nax — Mdy auf die Gleichung 

| R(iydx— xdx— xdy-- ydy) = AT. 

Dan nehme nun A— Ar’ fo daß 

dr Ydenady de tyly 
ul 2 ur er. 
wird, und man findet dann | B 
T & arc. tang. - — :Y(z + 2); 

aus welchem Werthe, der zwey anfendrute Größen enthalt/ / ſich die 


Dlahang ergibt: 
ever 
* es erpeit zugleich, daß ed außer dem gegebenen z == Vx! Fr y* 
feinen anderen particulären Werth gibt, der einer alzebroiſchen Born 
big # Ä 
Benfpiel 3. . 

5 197. Venn 42 — pdx 4 qdy gefegt wird, und 
2=Ppl(as+Pßy) +qglyx+5y) feyn foll, fo ift aus 
der befannten particulären Auflöfung z=V die 
Natur der Zunction.z im Allgemeinen zu beftimmen. 

Es iſt Hier U— ax By und N mtr wodurch wir 
auf folgende Gleichung geleitet werden: 
RB [4x + 57) dx — (ax + By) a)= gT,- 
und Bier muß wegen der. homogenen Form die Relation Statt finden: 


"= er —* xy — Bya’ 
arm dit N dr ron day 
a yıt > (d—a)ıy — By? 
wird. Um dad gIntegrale dieſes Ausdruckes zu finden, fege man 
y= ux, und man wird ‚erhalten: 
dı (a + Bu) du 


ri ren 


fo daß 


zum 140 ve 
und daher wird 
Ayfdy = pain (da— pdx). 
Man febe pesi = t, fo daß 





ı A 2 
p= —F u 
wird, fo findet man | 
n-1 A 22 
Ayrdy=tdz — t " x 2, "dx 


Ferner fege man 





iz’ = un oder t — 2 
und man wird erhalten: 
n v 1 
Aybdy = un! ↄ— de — ux "dx, 
Integriren wir nun die einzelnen Theile, in wie fern dieß möge 
lich ift, fo erhalten wir die Gleichung 

















n n — 1 a 
n—ı _ _ nu 
rt nn ı ,„ a—ı +2” 
1 n+y—ı n—\ 


ra er ee] 
und nun kann man die Auflöfung nach den oben gelehrten Vorfchriften 
darſtellen. Man febe nämlich 
an 4y—1ı | nr 
a He et 
fo wird man auf die Gleichung 














n n—y—ı 
tt nt a + | 
n—\ 
+ ux n— nf(e) 


fommen, und wenn man aus diefen beyden Gleichungen die Größe u 
eliminirt, fo wird auch z durch x und y ausgedrückt erfcheinen. 
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Zufag . 
$. 216., Der Kal, in welhem n=ı ift, erfordert eine eigen: 
thümliche Behandlung ; denn da man für p = —— erhaͤlt 
Aykdymtdz — A 2-9 dr, 
fo wird 


fer 1 yere = a + sale ea) 


und hieraus folgert man ſogleich 


| — - yet — n x + f(). 











Zuſatz = 
6. 217. Die Bälle aber, in welchen n Lv» — ı ==o und 
n — A So find, bietben keine Schwierigfeit dar, indem im er: 
fiern Falle | | 
n-+-9— 1 


n— 1 n — 1 
a En] 


im letztern Kalle aber 


= 1z, 


n—ı\ 
n n 
X x88* lx 


ift, welche Werthe man in die Auflöfung einzuführen hat. | 


Beyfpiel. 

F. 218. Die Natur der Function z zu beflimmen, 
wenn dz — pdx + qdy gefegt wird, und pgıy = az 
d —— IT. 
odergq 5x5 feyn fo 

Man wird alfo erhalten: 


d d 
dz = pdx 2 oder I’ 28 dz—pdx) 
pdx + —, — 68 pdx) 


Man fee nun 
a PN 
3 


ſo findet man 





— 150 im 


Kerner feße man 





u 
zu oder t — Get 
damit man erhält 
ady udz uꝛd x 
ya x 


alfo durch Integration, in wie fern diefe möglich ift: 

| aly = auVz.— ulz — /du (aVz — aulx), . 
- fo daß nach dem Integralzeichen das einzige Differenziale du erſcheiut 
Wird alſo 





VW — ulx= f' (u) 

geſetzt, fo findet man 
aly= 2uyz — ulx — 2f(n) = wlx + auf(a) — sflo), I 
-Sür den einfachflen Sal nehme man l/(u) = o nnd f = | 
ſo wird = SS, alfo 


1 — 2 * — 2 
et 7 *77 
fo dag man für den einfachſten Sal — alx. Iy. erhält. 


Wenn | 
!(w)=ulce ww fW) = Zu2le 


gefebt wird, fo ergibt fich 


d 
ſo daß z = aly (lc +19 


wird; weit allgemeiner aber ift 
z=a(lb-1y) (lc-H Is). 
Unmerfung. 

$. 219. Die bisher gelehrten Methoden werden eine bedeutende ' 
Erweiterung erhalten, wenn ftatt der beyden Veränderlichen xund y, 
von welchen z eine Function feyn muß, zwey andere Variable t und u 
eingeführt werden, die mit den erftern in einer gegebenen Beziehung 
ſtehen. Wenn z. B. z eine Function der beyden Veraͤnderlichen x und 
yift, fo daß hiesaus die Gleichung / 
" dz = pdx + qdy 
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hervorgeht, und ed werben für x und y die neuen Werdnderlichen t 
und un Angefuhrt, ſo daß man durch Differenziation eshält:, 
.. dz=rdt-- sdu, 
fo fragt es ſch, wie man r und s durch p und q beſtimmen koͤnne, und 
zwar mit Beziehung auf die zwiſchen den alten Veraͤnderlichen x, y, 
und Den neuen t: und u fellgefepten Relationen. Es wird demnach 
fowohl. x ald auch y irgend einer.beftimmten Zunction von t und u gleich 
Werden, mb. da diefe gegeben iſt, fo fey " 
“: * de=Pür+ Qdu md dy=Rdı 4 Sdu, 
fo daß niach Shbkitution diefer Werthe die Größe z mm ale Sunction 
von t und u erſcheint. Da alfo 
dz =pdx- qdy 
ift, fo wird man nun haben: 
dz=(Pp-+Rg) dt 4 (Qp-+$g) du. 
Es ift aber der Vorausſetzung gemäß , 
dz =rdt + sdu, 
und daher wird man erhalten: 
r=Pp+Rqg md s= 0Qp-+ Sq 
Werden demnach diefe Werthe fubitituirt, fo werden fich die 
neuen Differenzialausdrüde aus den vorhergehenden fo beftimmen, Daß 


man ı hät: 
n)+trG =2()+:()- 


“da alſo auch umgekehrt 
Qr — Ps (RAPS) q uw 
Sr— Re= (PS— B) p 


ift, fo fchließen wir, daß ' 
(z — re le) — salz) und 
(Z -) = sone + al 1.) 


feyn werde; oder da x und y eben fo, wie z Sunctionen von t und u 
find, fo läßt " ich dieſe Relation auf folgende Art ausdrüden: 


) () (0) TE)E) * 
“= (2) 86 
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Hierdurch erreicht man den Zweck, daß jene Probleme, weile 
‚für irgend eine-gwilhen p, q, x,:y, x ‚gegebene Relation die Aufl 
fung geftatten, auch für die fich hieraus ergebende Beziehung zwiſchen 
den Größen r,.s;; t,. u und z aufgelöft werden Fönnen. EB entfiche 
hieraus öfters Aufgaben, deren Auflöfung mit fehr vielen Schwierig⸗ 
keiten verbunden gu feyn fcheint, und hierdurch koͤnnte dieſer Theil Dee 
Analyſis mit ſehr ſchaͤtzbaren Beytraͤgen bereichert werden ; allein weil 
die Anwendung hiervon vorzüglich bey Differenzialausdrüden des zwey⸗ 
ten Grades Statt findet, fo will ich mich bey dieſer Materie nicht 
laͤnger aufhalten, ünd gehe nun zur Entwidelung ber „genannten 
Sormeln über. 
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Zweyter Abſchnitt. 
Aufſuchung von Functionen zweyer Veränder— 


lichen aus einer gegebenen Relation der Diffe— 
renzialien des zweyten Grades. 





Kapitel J. 
Von den Differenzialformeln des zweyten Grades im Allgemeinen. 


Au fgabe 38. 
$. 220. ©,, z eine beliebige Function der bey: 
den Veränderlihen x und y; ihre Differenzialfor: 
meln des zweyten Grades darzuftellen. 


| uflöfung. a 
Da z eine Function der beyden Veränderlichen x und y if, fo 
wird ihr Differenziale folgende Form haben: 
dz = pdx + qdy, 
wo p und q Differengialausdrüde des erſten Grades find, welche wir 
gewöhnlich fo ausdrüden: 


= (2) m =): 


Weil nun p und q aud) Functionen von x und y find, fo werden. 
die hieraus entftandenen Differenzialausdrüde Differenzialformeln des 
zweyten Grades von 2 feyn, und man fieht demnach ein, daß ſich hier⸗ 
aus ſolgende vier Formeln ergeben: 


CHEN TED 


von welchen aber die zweyte und dritte identiſch ſeyn müſſen, wie in 
der Differenzialrechnung bewieſen worden iſt. Weil derp= (= | 


— 150 — | 
Mr fo wird man bey einer ähnlichen Bezeichnungsart erhalten: | 

2)= (* =) ‚ und die Bedeutung diefer Art zu fchreiben ift für 
fih Mar. Man erhält ferner auf diefelbe Art (7) = = (17 247) 
und weil q = (2) ift, fo wird 


2) | 
Weil alfo (I n)= (—- -) ift, fo werden der gunctin 
& folgende drey Difneninfanttetite des sagten Grades entſprechen: 


) (5) el). 


3ufaß ı 
(. 221. So wie alfo eine Zunction z der beyden Veränderlicen 
x und y die zwey Differenzialausdrüde des erfien Grades 


dz 
() * (5) 
hat, eben fo entfprechen derfelben Bunction die drey Differenzialfor: 
meln des zwenten Grades 


d?z d?z 
(=); 3) und (7) j 
Zufag = 
$. 223. Diefe Ausdrüde entftehen demnach durch eine doppelte 
Differenziation, indem man bloß eine einzige Größe ald veränderlich 
anfiebt. Bey dem erften Ausdrude wird nämlich diefelbe Größe x 
zweymahl als veränderlicd, betrachtet; in dem zweyten Ausdrude aber 
wird bey der einen Differenziation x, und bey der andern y als ver: 


auderlich behandelt, und bey der dritten Formel wird y zweymahl ald 
variabel angefehen. 





—— — — 


Zuſatz 3. 
$. 223. Eben fo leuchtet ein, daß einer ſolchen Function z vier 
Differengialausdrüde des dritten Grades zukommen, nämlid: 


(7 7 d’z d3ir d’z . 
(5); (Fi 5) (75) 15); 
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ferner fünf Sormeln des vierten Grades, fechd ded fünften Gra- 
des, u. ſ. w. 


Anmerkung 


F. 224. Diefe Differenzialformeln des zweyten Grades laſſen 
ſich mittelft Subftitution auf Ausdrüde von der Form des eriten Gra⸗ 


des zurüdführen; fo z. B. wird bie Sormel (3) in (2) übers 
gehen, wenn () =p gefeßt wird; der Ausdruck (22,5) or 
verwandelt ſich durch diefelbe Subftitution in (2). Wird aber 
( = q genommen, fo verwandelt fich der Ausdrud (Z 1) in 


(2): die Sormel (=) aber in (z . j 


So wie wir aber aus der Gleichung p— (9) die Relationen 


9) 6) * und 2) = (35 247) 


| abgeleitet Haben, eben fo folgern wir umgefehrt aus diefen, wenn 
nr weiter geben: 


2) (6): (2) 


Wenn wir (2) = (2) feßen ‚fo iverden fih auch folgende 
- Oleichungen ergeben: 


(= =) = (3; * 1235) und 2) = d @)- 


Dieß iſt gleihfam ein neuer —8 deſſen Principien für 
ſich ſo klar ſind, daß ſie keiner weiteren Erlaͤuterung bedürfen. 





Beyfpiel ı 
$. 225. Sey z=xy; man foll die Differenzial- 
formeln des zweyten Grades darftellen. 


Or Nor 


it, fo wird man erhalten: 


dez\ _ d2z zı m (2) => 
din) 5 (5) > dy: 


— 158 em 


Beyfpieln. J— 
$. 226. Die Differengialausdrüde des swenten. 
Grades zu’fuhen, wenn z = x"y" iſt. 
Da bier 


de Me] dz — m yRa-l 
(z = mxe-ıyn und (* = nı"y 





ift, fo wird man finden: 
d?z 
(= = m(m— ı) xy; 
d?z 
dy: 
we eyfpiel 3. 


6. 227. Sey z= Vs: +y%; ; die Differengialfon 
mein a sweyten Grades aufzuftellen. 


@ = Verr u 


ift, fo wird man 1 erpaften: 


* 175) u 


— n (n — ı) xm yn -⸗ 





— ae (= 
ern dxdy — 49% 
Anmerfung. 


$. 228. So wie die zwey Differenzialausdrüde des erften Gra⸗ 
des von irgend einer Function z fo befchaffen fi ind, daß 


al) 


wird, und durch Integration 


-/[e (9) +9 @)l 


‚eben fo wid man auch bey den Formeln des bmepeen Grades haben: 


(* ES Ja— (=) + er 5) und 
—) la 4 (1 


Die 33 Formeln des zweyten Grades find alſo immer fo be— 
fhaffen, daß fie auf eine doppelte Integration führen, wenn fie naͤm⸗ 


- — 1509 m . 


F lid) mit den Differenzialien dx und dy gehörig combirting werben, und ’ 
- Diefe Eigenfchaft, welche man fi) wohl zu merken hat, wird uns in 
der Folge vorzügliche Di ienfte leiften. 





Yu fga b e 39. 

4. 229. Wenn z eine Function ber beyden Vers 
änderlihen x und yift, fo führe man ftatt x und y 
wen neue Variable t und u ein, fo daß fowohlx als 
y irgend einer Sunction von v und u glei werde, 
und beflimme die Differengialformeln des zweyten 
Grades von z An Bezug auf dieſe neuen Veraͤnder⸗ 
lich en. 


Auflsfung 


Sn wie fern z durch x und y gegeben find, kennt man auch die 
Differenzialausdrüde jener Größe, fowohl die des erflen Grades 


u)’ (5) „als auch jene des zweyten Grades, nämlich (72): 


5) = +), aus welchen nun beflimmt werden muß, wie die 


Differensialformeln in Bezug auf die neuen Veränderlichen t und u 
erhalten werden fönnen. Da aber für den erften Grad die Gleichung 


um +erl) 


Statt findet, fo wird, weil fowohl x ald y durch t und u gegeben it: 


mai) +0 () m 
yeild)r+re (2). 


Durch Subflitution diefer Werthe wird man dad vollftändige‘ 
Differenziale von z, welches aus der Neränderlichfeit von t und w 
entfpringt eben, nämlich: 


= > ) + 9 ri 6 )6 
| x) (5): 


| | ai B entweder bloß t, oder bloß u als BR genom:  - 
men, ſo erhaͤlt man bie Differenzialausdrüde des erften Grades: 


Ct 100 m 


III 
9-9). 


Gehen wir nun auf ähnliche Art weiter, differenziren Die Kormeln 


d dz 
(Sr un (z)=: | 
zuerſt allgemein, und führen dann ſtatt x und y auch die Größen t und 
u ein; fo werden wir finden: 


= + ya. 
2) U) +) 
VOII 

6) 6)) 696 3 

und daher koͤnnen wir die Formeln (2) und (#) , fomehl ı wenn 


t allein, als auch wenn bloß u als veränderlich genommen wird, ans. 
geben; da nämlich 


() = (a) + 1) © OERORRE 


ift, fo werden wir finden: 
) ) ) )V— 
+ 56 + ) 
—— GC Dautroltokut: 1) (= :) (=) 
AED 2) (5) 
—6669 
+) 
et ) 
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} Zuſatz ı. 

(. 230. Wird alfo irgend eine Bedingung zwifchen den Diffes 
ialformeln der Function z gegeben, in wie fern diefe durch die 
änderlichen t und u beſtimmt wird; fo wird diefelbe Bedingung 
eben diefe Zunction z auf die beyden andern von jenen wie immer 
Ingigen Veränderlichen x und y übertragen. . 


Zuſatz = 
6. 231. Zwar werden die Formeln 


9) 


ht und u auögedrüdt; allein vermöge der, zwifchen x, yundt, 
ſtgeſetzten Relation laſſen fich eben diefe Ausdrüde auf die Veränder- 
en x und y zurüdführen. 


\ 


Anmerftung. 


6. 232. &o wie hier die Veränderlichfeit der Größen t und u 
h die aus den Variablen x und y entfprungenen Differenzialfors 
n ausgedrüdt wird, eben fo werden umgefehrt, wenn die Veränder- 
at und u gegeben werden, aus welchen die andern variablen Grö- 
x und y auf irgend eine Art zu beflimmen find, durch eine bloße 
taufchung der Veränderlichen die folgenden Neductionen erhalten ; 
lich erftens für die Formeln des erfen Grades 


=) +) 
HOMO —— 


die Differengialformeln des zweyten Grades aber: 


D AA +E 
+: (@ 9* )Ga)+@ I) 
2) ms ) +) 
+ ) Ge) + 36 De 
ER — ** —* (=) 


kuler's vetenelee vme III. Bd. 


1 — 1/0 m 

Man nehme alfo 
RR 

und man wird erhalten: | 

au dx _ Sdu 

. — x T — Su’ 
woraus fich der Werth von U ergibt. Zür die andere Größe V find 
wir ferner die Öleichung | 
dV= 


1 
—AAAuEcRe 







(M . Nu) ds + Nıdu 

za (MS + NT) 
wo es nun leicht ift, für Mund N folche Bunctionen von u an 
men, daß dieſe Formel die Integration zulaͤßt. Das Integrale 


naͤmlich ſeyn: 
ch ſey _M-m 


v — — MS+ NT’ 


aber M und N oder — K muß fo genommen werden, daß 


1 te 1 du d 
R—— is T75 "KS+T’ oder 


— K2dS USdu — uKdS — asan 4 T4R - Hat 
4 Tdu — udT-—- (n—ı)du(KS+- T)=e 

wird, Diefe Gleichung Täßt ſich auf folgende Form bringen: 
(P— Sa) dK-+K(nSdu— udS— AT) — K:dS-+- nTdu—udTe 
Betrachtet man nun die Auflöfung der Gleichungen als ei 
befannte Sache, fo findet man hieraus die Größe K, und ift di 
beflimmt, fo erhält man 


vo-Ezu _ 
(n— ı) xa—ı (KS + T)° 


Da aber die Auflöfung der obigen Gleichung ſehr ſchwer zu 





ſcheint, ſo ſetze man ſogleich | 
K-+u 
üsıT=v und man wird Pe 
Tv—u , T— Su 
Ii= u und KRBS+- T= = | 
daher wird ; 
(in — 1) du ((—Sv) _ | 
dv + T — Su 0% 


und die Auflöfung diefer Gleichung gibt 


— v 
‚= (n— ı) ın—ı ® 


— 1075 ——— 


= ıj, mo, yaı und 5= ı, al 


) = m 
| (= (G)+: 20) + (io) 
— — 

| 6 6). 


31 u x ab 2. 
. 235. Obgleich alfo bier t=x if, fo findet dennoch die 


$ 
Gleichung (* —R (* nicht Statt, und der Grund hiervon liegt 


5) = 


darin, weil in dem Ausdrude (&) die Größe y conftant genommen 


wird; in dem Ansdrude (7) aber die Größe u=x-y, undes 
ift gut, dieß im Allgemeinen zu bemerfen, damit wir nicht aus der 


Gleichung t=x auf die Gleichheit der Formeln () und (5 
fließen. 
Bey 9 iel 2. 
$. 236. Swifhen den Veränderlidhent, uund x, 
yfeyen die Sleihungent=ax" und u= Pßy" gegeben; 
man foll die Reduction awsführen. 
Man wird alfo hier erhalten: 


= max”r-ı5 in == 035 ui 1) = m (m Jam; 
? dx? 


en en ann 


und Daher enden wir für die Formeln bes eriten Grades: 


2) (id: c 


für die Formeln des zwenten Grades aber: 
d?z _fde d2 
—) = m(m— ı)axr-: (: m ar gms (TE). 


dx? 
d?z 2 ß mi yu—ı dez 
(13; -) = mnapgx) a)! 


11 * 





‘ 
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2) 4) + 
— 


wo die Beſtimmung der Größen t und u durch die andern, Veränders | 
lichen x und y in Betrachtung gezogen werben muß. Weil wir und | 
nämlich bey den vorgefchriebenen Bedingungen der beyden Veränders 
lichen x und y zu bedienen pflegen, fo werden wir, wenn wie flatt : 
Derfelben was immer für andere Größen t und u einführen, ftatt jenen 
Differengialformeln diefe neuen Ausdrüde, welche fich auf die Variablen 
t und u beziehen, gebrauchen fönnen, wo aber dann die Relation zwi⸗ 
ſchen den Veraͤnderlichen x, y und t, u ſo feſtzuſetzen iſt, daß die 
Auflöfung der Frage leichter wird. Für verfchiedene folche Relationen 
wollen wir Benfpiele entwideln. 





— 


Beyfpiel ı. 

F. 233. Die Differenzialformeln su reduciren, 
wenn zwifchen den Veraͤnderlichen x, y und t, a die 
Relation 

t=ax--Py um u yx 4 öy 
feſtgeſebt wird. 

Da 


= = 


iſt, und daher die Ausdrude für den zweyten Grad verfchwinden, fo 
werden wir für die Sormeln des erſten Grades erhalten: 


—A——— +) 


für die Ausdrüde des zweyten Grades aber: 
d?z d?z 


2 22 | 

d« == a? ie) 4⸗ 2a7 )tr ( 2), 
25) = ar (7 + (aö + By) 15) *8 — 
er = e (a + aß> (+ (=): | 
| 
u 


| | 3ufaß ı. 
$. 234. Nimmemant=x und u=x--y, fo erhält man 


— 707 — 


1825 485 y=aı und ödö= ı, alſo 
DE) De 
ID 
(+ 
| .@)S = 


31 u a6 2 
$. 235. Obgleich alfo bier t=x if, fo findet dennoch die 


Gleichung G 3 u) = G 2) nicht Statt, und der Grund hiervon liegt 
darin, weil in dem Ausdrude (&) die Größe y conſtant genommen 


wird; in dem Ansdrucke (7) aber die Größe u=x-Xy, undes 
ift gut, dieß im Allgemeinen zu bemerfen, damit wir nicht aus der 
Gleichung t=x auf die Gleichheit der Formeln 6) und (* 


ſchlieen. | 
Beyfpiet 2. 


$. 236. Zwifhen den Beränderlihen t, uund x, 
yfeyen die Gleihungen t=ax® und u= By" gegeben; 
man foll die Reduction ausführen. 


Man wird alfo bier erhalten: 


dt _ dt d?t 
(= = max”; (3 = 03 2) = den, 


(3) = (5 mn (= = a) Rp; 


und daher finden wir für die Formeln bes erften Grades: 


2) =): er 


für I Formeln des zweyten Grades .aber: 


[Tot — 


d?z | — m— 1 (au 
ir) m mare a)! 
11 * 


— 1/05 — 


5 — a(— 1) (53) 4 n? ß?y —6* =)’ 
in welcyen Formeln nun für x sınd y ihre durch t und u audgedrädten 
Werthe eingeführt werden müllen, | 

Beyfpiel 3. 
F. 237. Die Reduction der Differenzialformeln 


anzugeben, wenn zwifchen den Veraͤnderlichen t, u 
und x, y die Relation gegeben wird, dag xr—=t um 


E = u feyn foll. 

Hri=xmdu= - ift, fo wird man erhalten: 
und demnach —8* die Gore welche d?t enthalten. Ser: 
ner ift 


u, du _—x . 
BOT 
d?u — = —_ .- u,  2u8 
2) — (7) 5 . 
und daher er wir für die Ausdrücke des arten Grades erhalten: 

— — u? /dz 

(=) | +: ) (7 — (4 

für die Formeln — zweyten Grades aber: 
d?z (7 su 
( ;) = (7 +7 ) +7 (=): 

d? z — u? d?z d2z 
25) = we )- (5) - -: ) 
d?z aus 

Terre) 
Beyſpiel 4. 


$, 238. Wenn zwiſchen den eknsectiäen t, u 
und x, y die Relation gegeben wird, daß t — e umd 


u — ery, oder x = l,t und y = - feyn foll; die Dife 
ferenzialformeln zu reduciren. 


— 105 — 


| Hier ift alfo 
5 (= =e=t G)= (=) = 
ferner 
(2 zZ ey=u; (2 = e: = t, 
dann aber wird | 


* — = u3— du = et (7) =° 
di ET N) TR 


Wir werden demnach für die Formeln des erften Grades finden: 


ME ⏑ (65 


für die Auedrüc⸗ des zweyten Grades aber: 


2) 


2) = (2) +r ar rel) 
(7) = ° (e)- 
Unmerfung. 


$. 239. In den allgemeinen ($. 231) aufgeftellten Formeln 
haben wir angenommen, daß die durch x und y ausgedrüdten Werthe 
der Veränderlichen t und u gegeben feyen, und daß erſt dann, wenn 
die ganze Entwidelung durchgeführt ift, für x und y die Veränder- 
lihen t und u wieder eingeführt werden. Es fcheint demnach bequemer 
zu feyn, wenn fogleich die Werthe der Veränderlichen x und y durd) 
t und u ausgedrüdt erhalten werden; allein dadurch würden die 


Ä » dt dt . . 
Werthe der Ausdrüde (2): (z) u. ſ. w. in zu ſehr verwidelten 


Formen erfiheinen, ald daß man diefelben in die Rechnung einführen 
Fönnte. Wenn nämlih x und y durch t und u gegeben werden, 


fo wird F 63) 
6606 
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und die Ausdrüde des zweyten Grades würden in noch weit verwidel 


teren Formen erfcheinen. In jedem Falle alfo, in welchem die An 


wendung einer foldyen Reduction nöthig erfcheint, wird man vielmehr 


durch Überlegung beurtheilen, als nach einer beftimmten Regel anger 
ben fönnen, welche Variable ald unveränderlich zu nehmen am zweck⸗ 


mäßigiien fey. Es gibt aber auch noch eine andere Reduction, die 


oft mit ausgezeichnetem Vortheile gebraucht wird, wenn die Form 
der gefuchten Sunction z geändert wird, wenn z. B. z=Vv gefeht 
wird, wobey V eine gegebene Zunction von x und y bezeichnet, fo.daß 
nun v die gefuchte Zunction vorftellt; ja ed Fann auch diefe neue ges 
ſuchte Function v mit den gegebenen Größen noch auf eine andere Art 
verbunden feyn. | 
Aufgabe 4o . 

$. 240. Sey gegeben eine Function. z der beyden 
VBeränderlihen x und y, und es werde z—= Pr. gefett, 
fo daß P irgend eine gegebene Function von x undy 
ift; man ſoll die Differengialformeln von z durch die 


Differenzialformeln der neuen&unction v.ausdreüden, | 


Auflöfunog. 
Da z=Prv ift, fo werden wir nach den vorgetragenen Differen 
ziationsregeln zuerft die Differenzialformeln des erften Grades 


&)=-@)r+r(@) m 
= )r+r 


erhalten, und hieraus werden ſich dann die Differenzialausdrüdie des 
zweyten Grades auf folgende Art darftellen: 


DAAD AFR 
er + 
GERA IIE ar! 


und da hier P eine gegebene Function von x und y ift, fo find zugleich 
die Differenzialausdrüde derfelben befannt. 


— — 
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Zuſatz ı 
F. 241. Wenn P bloß eine Zunction von x wäre, z. B. x, ſo 
nrd man, indem 22 Xv genommen wird, erhalten: 


2)= (Z V 4 X (5) und 
7 X x) dann aber ift 
d?2=s\ EX. d?v 
=) = 77 Frl 2) * x 5) 
d?z dX d?v 
(ei = ii 5 +) 
(& 2) _ d? 7) 
| 8Suſatz 2° 
F. 242. Bey diefer Transformation werden diefelben Veraͤnder⸗ 
chen x und y beybehalten, und bloß für die Function z wird eine an⸗ 
ere Größe v eingeführt, während früher die Zunction z diefelbe blieb, 
nd die beyden Veränderlichen x und y auf die Größen t und u zuruͤck⸗ 


führe worden find. Daher find diefe .beyden Transformationen der 
rt nach verſchieden. 


Anmerfung 1. 


6. 243. Einen einfachern Sau hätten wir gehabt, wenn wir 
ittelft der Addition z= P-+- v. gefegt hätten, fo daß P ald irgend 
ne gegebene Sunction von x und y erfchienen wäre; dann aber wird 
e Transformation fo leicht, daß Feine Unterſuchung weiter nöthig iſt, 
nn man findet offenbar: 


0 HH) = 
=) 
(=) )=()+ +): 
AT: 


Es ift aber auch nicht nöthig, zufammengefeßtere Formen zu ent: 


Feln, für den Sal, zum Benfpiele, wenn wr zeyP+w 
zen, weil eine ſolche Form fchwerlich eine Anwendung finden würde, 





ä 
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Anmerfung 2. 


(. 244. Nachdem wir diefe Principien und Srandformätioner \ 
vorauögefchicft haben, wollen wir zu unferem Gegenftande ſelbſt üben 
gehen, und die Methoden kennen Ichren, aus einer gegebenen Relation : 


zwifchen den Differenzialausdruͤcken des zweyten und des erften Grades 
und auch der Hauptgrößen felbft die Beziehung diefer letztern aufzu⸗ 
finden. Es fommen bier nämlich außer den Größenx, y und z um 


ihren Differenzialformeln des erften Grades (7) und (2) die 


drey Differenzialausdrüde des zweyten Grades (* —* (- un) 


und (= :) in Betrachtung ‚ von welchen entweder einer oder zwey, 


oder alle drey in der vorgelegten Relation erfcheinen fönnen, wobey 
überdieß ein fehr großer Unterfchied Statt findet, wenn die Formeln 
des erften Grades in der Relation erfcheinen oder nicht. Allein e6 
würde und nicht allein zu weit führen, alle Combinationen durchin 
führen, wie wir es in dem vorhergehenden Abfchnitte gethan haben; 
fondern es fest uns auch der Mangel zwedimäßiger Methoden außen 
Stand, die einzelnen Gattungen der hieher gehörigen Probleme durch⸗ 





zugehen. Wir wollen alfo die noch abzuhandelnden Kapitel fo eins 


sichten, wie ed die Auflöfungsmethode geftatten wird, und jene Ma | 


terie, wo ſich nicht Teiften läßt, ganz übergehen. 


. 
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Kapitel IL. 


on einer Differenzialformel des zweyten Grades, die durch 
Die ührigen Größen auf irgend eine Art gegeben wird. 


Aufgabe A. 
$. 245. 2. Natur der Function z zu beſtimmen, 
enn z eine folde Function von x und y ſeyn foll, daß 
ie Sormel des zweyten Orades () einer gegebenen 
unetion von x und y gleid wird. 2 
Auflö fu ng. 
Sey P diefe gegebene Function von x und y, fo daß (= I = P 
ya fol. Man nehme nun y conftant, fo wird, weil 
dz d? z . dz 
2.()=l) in, a. (93) = Pdx, 
id daher * ſich durch Integration: 
| 2) = /Pdx —+- Const,, 


o bey dem Integrale /Pdx die Größe y als unveränderlich angefehen 
ird, und die beyzufügende Conflante irgend eine Function von y bes 
ichnen wird, fo daß diefe erfte Integration auf die Gleichung 


9) = /Pdx-+f() 
ihrt. Wird nun die Größe y wieder ald conftant angefehen , fo wird 
dz—dx (2) oder dz = dxyPdx + dxf(y), 
nd da hier /Pdx eine Function von x und y ift, von welchen Grös 
en y ald conflant genommen wird, fo gibt die wiederholte Integration 
z = /dı/Pdx +- xf(y) + F(y), 
yelcher Ausdrud das vollftändige Integrale der vorgelegten Differen= 
ialgleichung (=) = Pift, weil er die zwey willtürlihen Zunc« 
ionen £ (y) und F(y) enthält, deren jede nach Belieben fo ange 
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ift, fo wird man bey einer Ähnlichen Bezeichnungsart 
(2 r 2)= z In =)! und die Bedeutung diefer Art zu ſchreiben if 
fih Mar. Man erhält ferner auf diefelbe Art (2) = (Zi F el 
und weil q = (2) ift, fo wird | 


(=) ml). * 


Beil alfo ( In)= ( -) ift, fo werden der Fk i 
# folgende drey Difioenlolausträze des zweyten Grades entſpr 


) (a5) u G 
| 3ufaß ı 


F. 221. &o wie alfo eine Bunction z der beyden Veränderlicen 
x und y die zwey Differenzialausdrüde des erfien Grades " 


() ud (7) Be 4 
hat, eben fo entfprechen derfelben Function die drey Differenziaffeb 
meln des zweyten Grades 


u (5) 


Zuſatz 2. 

J. 222. Dieſe Ausdrücke entſtehen demnach durch eine doppelte 
Differenziation, indem man bloß eine einzige Größe als veränderlid : 
anfiebt. Bey dem erften Ausdrude wird nämlich dieſelbe Größe x 
zweymahl als veränderlich betrachtet; in dem zweyten Ausdrude aber . 
wird bey der einen Differenziation x, und bey der andern y als ver- - 
äuderlich behandelt, und bey der dritten Sormel wird y zweymahl ald 
variabel angefehen. 











Zufag 3. 
$. 223. Eben fo Ieuchtet ein, daß einer ſolchen Function z vier 
Differengialausdrücke des dritten Grades zukommen, nämlich: 


d3’7, d’z dir d’z . 
7); (1): (7); (5); 
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be willfürliche Zunctionen, fo fönnen fie auch nicht für voftändig 
efeben werden. Denn fo oft eine Aufgabe auf eine ſolche Gleichung 


=) = P führe, ift diefelbe immer fo befchaffen,, daß fowohl der 
druck () als auch die Größe z irgend einer gegebenen Func⸗ 


. von y gleichgefegt werden fann, wenn der Größe x irgend ein 
immter Werth x— a beygelegt worden ifl. Wenn daher fowohl 

Integrale / Pd x als auch /dAx/Pdx fo genommen wird, daß 
für x = a verſchwindet, fo wird man für denſelben Sal, wo 
= a iſt, erhalten: 


(2 )=t0 und SW HFO), 


ı Daher werben die beyden Sunctionen £(y) und F (y) durdy die 
tur der Aufgabe beftimmt. Diefe Anwendung fönnte man aber nicht. 
alle Bälle ausdehnen, wenn man dad vollftändige Integrale nicht 
te; weßhalb wir uns vorzüglich bemühen müjfen, bey allen ſolchen 
»blemen die vollfiändigen Integralien zu erhalten. Übrigens muß 
bier ein für alle Mahl erinnern, daß, ſo oft ein Integralausdrud 
. der Sorm /Pdx vorfommt, man fid) immer bloß die Größe x als 
aͤnderlich zu denfen habe; denn wenn auch y ald variabel angefehen 
de, fo würde der Ausdrud /Pdx nicht einmahl eine Bedeutung 
en. Eben fo hat man fich bey dem Ausdrude fdx/Pdx vorzus 
(fen, daß bey beyden Sntegrationen bloß x ald veränderlich genoms 
n werde. Kommt aber ein Ausdrud von der Korm /dy/Pdx vor, 
bat man ſich vorzuftellen, daß dad Integrale SPdx fo beftimmt 
erden müſſe, ald wäre x allein veränderlich, und wenn diefes Intes 
le —=R gefeßt wird, fo daß man /Rdy erhält, fo wird nun hier 
£y als variabel anzufehen feyn. 


Beyfpielı. 
$. 250. Man fuche eine folhe Sunetion z der zwey 
eränderlicden x und y, daß (32) = = wird. 
Da Bier P = ift, fo wird man erhalten: 
2 sy 
 J/Pdx =. and Sdx/Pdx = 


d fo findet man bey der erfien Integration: 






fo daß für xesa der Ausdruck (2) irgend einer Sunction von‘ 


gleichgefegt werden kann, oder auch gleich der zur Abfeiffe y gehörige 
Drdinate irgend einer Curve. Integrirt man nun von neuem, 
erhält man 


— xfG)+- Fo), 
welcher Werth für x a ebenfalld emer beliebigen Bunetion von 
gleichgefeßt werden kann. 

BSeyfpiel a. 

F. 251. Man fuhe eine ſolche Bunction z der bs 
den Veränderlihen x und y, daß (= — ⸗— 
wird. 

Weil P= 


vers rr 


ift, fo wird man Anden: 





ax 
JPdx=ayx + y um 
Sdx/Pdx = afdıyı - y% — ZaxYx? 4 y: 
+ zay?l. [x LVx: + IR 
und daher gibt die erſte Integratiin ’ 
(2) = ve Fr +0) 
bie zweyte aber 
z = !axyYer®Ly® -iay2l. VERF LI — | 
Beyfpyiel 3 
$. 252. Man ſuche eine folde Sunction z der bey 
den Veränderlichen x und y, daß 








u 





ird — 
wird. 
1 
Da P — — iſt, fo wird man erhalten: 
Ve2—- x —y2 


JPdx = arc. sin, 





Va? — 


nn aber 


Jix/Pdx = x art. sin, — Sr 
Die erfte Integration gibt demnach 


f 
5 Daher wird die geſucht⸗ Function ſelbſt folgende ſeyn: 


+ ver 24x) + FO). 





(2 = ar C sin. 








a? — y? 


Beyſpiel 4. 

$. 253. Man ſuche eine Function z der beyden Ver- 

Derlihenx und yvon der Art, daß 
— =xsin. (x«+-y) 

rd. 

De P=xsin.(x-t-y) if, fo wird 
dxz=/xdxsin. (x«+-y)=—xcos. (s+-y) + /dxcos.(x--y) 

=—xc0s. (ty) 4 ein. (<-+y), 
m aber ift 
Ssdxcon. (eh y)=xein(aty) + con.(cH+ N, 

> Daher 

Säx/Pdx = — 2008. (xy) — xsin. (x-t-y), 
glich werden unfere zwey Sntegralien folgende feyn: 


(= = si. (x+-y) —xcos. (ey) +f() und 
= met) —zinatn + zo) +.FO). 


aufg abe 4. 
$. 254. Sey z eine foldhe Function der Veränder- 
hen x und y, daß 


Gr 


de, wobey P und Q beliebige Bunctionen von x 
D y bezeichnen; man beftimme im Allgemeinen die 
atur der Sunction z. 


— 174 en 
 Auflöfung. 


Wir wollen bier (2) = v fegen, fo daß (zZ 2) ® 
wird, fo haben wir folgende Sleihung zu integriren : 


Gr tt 

Man betrachte alfo bloß x als veränderlih, fo. wird, weil 
dv= dx (2) it: . | 
dv=Prydx + Qdx 


Multipliciren wir diefe Gleichung mit oe /Pdx, ſe finden ı wis 
dann durch Integration 


e-/Pdry = fe-/PdıQdx p £f(y), 





und daher 
(z -) — efPdı fe-SeuQdx + e/Pdzf(y). 
Laͤßt man nun wieder bloß x veränderlich feyn, und betrachtet 1 
als conftant, fo wird man, wel da—dx (2) ift, erhalten: 
z = feSPixdxfe-/Pd:Qdx + eG) sefPkdx FO) 


welche Gleichung wegen der beyden willfürlichen Sunctionen £ (y) und 
F(y) das volftändige Integrale darftellt. V. 


Zuſatz ı. 

$. 255. Dieſes Problem iſt viel umfaſſender als das vorher], 
gehende, weil die vorgelegte Bedingungsgleihung auch den Differen 
zialausdruck des erjten Grades (2) enthält, allein wir Haben dem⸗ 


ungeachtet die Auflöfung glücklich zu Stande gebracht. 


‚3ufaß 2 
$. 256. Es ift alſo hier eine vierfache Integration erforderlich, 
denn man hat zuerfi das Integrale Pd x zu beflimmen, und wenn 
biefed = —=1.R gefegt wird, fo muß man ferner das Integrale 
feJPdsdx — /Rdx | 1 
ſuchen. Wird dieſes Integrale S S geſetzt, fo bleibt noch das 
Integrale 


— 775 


u af: = as (5: 


beftimmen. Diefes geht über in- 


—J —, 


daß überdieß noch dieſe beyden Ausdrücke integrirt werden müſſen. 


Zuſatz 3. 
F. 257. Ganz auf dieſelbe Art loͤſt man auch die Aufgabe, bey 


[cher 
Fr) 420 


n fol, wenn P und Q was immer für gegebene Zunctionen von 
md y find. Denn man findet: 


(2) = efirse-Firgay + Part) md 
— fefFärdy fe-SFarQdy + fl). Se/Pirdy HR). 
Beyfpiel.ı. | 
$. 258. Man fuͤche eine ſolche Function z der hey» 
u Veraͤnderlichen x und Yı daß (Z)= ( 2) wird, 


Wird () == v gelegt ‚ und bloß x ald 1 vrkabeig betrach⸗ 


‚, fo wird (£) = — alfo (Z dx „, und das Inte⸗ | 


Ie hiervon ift: , 
yo (2) == xıf(y). 


Wird nun wieder bloß x ald veränderlich angefehen, fo wird 
dz = x"d<f(y), 
das vollftändige Integrale hiervon ift 


tg) EFO). 


Fuͤr den Fall aber, daß n=-- ı oder (= =) — 9) | 
erhält man 
dz 


2)=:t0) m 2=lkf) + FO) 
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Beyſpiels. ur 

‚.$ 259. Man ſuche eine folhe Function z ber bey 

ben Veränderlihen x und y, daß (=) = : +— 

wird. 

“ Bird (2) =v geſeht, ‚ und bloß x als veraͤnderlich ange 
ſehen, ſo findet man 

av avdz —— 8 | 

und biefe Gleichung gibt, wenn ne ie durch x® Bin und dann integrirt 

wird: 





v a dx 
fette ober 
dz 
‚= ()=+eg. 
Sey wieder bloß x beranderich ſo daß 
= + 


wird, und man wird als voDfRändiget Integrale erhalten: 


de — 





= 4,0, HFO. 


ny 





Beyfpiel 3 


G. 260. Man fuche eine foldhe Function z der bey: 
den Veränderlihen x und f 2 


d2z 2nx x 
er ) = < arm ( 59*5 
wird. 


Wird (9) = v geſetzt, und y conſtant genommen, fo findet | 


man a a | 
anxvax x =, | 
went | 
und dieſe Gleichung gibt, wenn ' e mit (x? —+- y?)r dividirt und dann 


integrirt wird: 


Ve 1 xdx 
—— — a Gay ya +0 





| 
| 
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er 
de —  @-+9,%) 
— ———0. 
Wird nun y wieder conſtant genommen, fo erhält man: 


z= ZEN gG.s@+ryrdx FO 


6(n— 1) ay 
» Bur den Fall, in welhem n== ı oder 


(= 2) = Sry * 45 


‚, wird man finden: 


v. 1 xdx 1 F 
— —— +y) * k)x, 
ſo 
@ :) = tr I@+yP)+r@+r)in 


aay 


= _ HN 4 5 x? -6xy?— 6y?arc, tang ) 
—635 GO) HF. 
Aufgabe 43. 
$. 261. Sey z eine folde Function der zwey Vers 
ıderlihen xund y, daß 


d?z dz 
69)) *0 
ird, wobey P und Q was immer für gegebene Fune— 


onen der drey Veränderlihen x, y und z bezeihnen; _ 
an beflimme die Natur der Function z. 


. . Auflöfung. 
Wird die Größe y gonfian genommen ‚fo wid 
' d?z 25 
le 
ıd demnach wird man eine Differenzialgleichung bes zweyten Grades 
halten, die in das vorhergehende Buch gehört, nämlich 
d’z —= Pdxdz + Qar, 
ıd man muß ſich hier vorſtellen, daß dieſe Gleichung bloß die ze 


jeränderlichen x und z enthalte, weil in berjelben y als conſtant bes 
Euter’3 Integralrechnung. II, ©. 12 








— — 


(a): =n 1) By (E + By G 
in welchen Formeln nun für x sınd y ihre durch t und u a audg 
Werthe eingeführt werden muͤſſen. 


zur " Seyfpiern 3a. 

6. 237. Die Reduction der Differenzialfoemil 
“anzugeben, wenn zwiſchen den Veraͤnderlichen 8 
‚und ı,Y die Relation gegeben wird, dog xt um 


5 u ſeyn ſoll. | | 
nt=z und a —? = if, fo wird man erhalten: 


(= 1, (G;) 05 


und demnach verſchwinden die Bormeln, welche det enthalten. Gen 
ner iſt ' 


du  ! u, du — — _W, du 0: 
(5) rt’) — 0 
u\ __— 2, 2, 
| 1235) — 6) ww 


und daher werden wir ir bie Ausdride des arten Grades erhalten: 


) + non 


für die Sormeln des ate Grades aber: 
ISCH —— 
a) 1) * (ar) = (u ) 
 (@)= aus *6 ) +5 (we) E 


Bey f?r tel 4. 
. 238. Wenn zwiſchen den Veraͤnderlichen 1, 
und x, y die Relation gegeben wird, daß t — es und 


u — e*y, oder x =|, t und y= - - feyn fol; Die Dife 
ferenzialformeln zu reduciren. 


zum 105 — 


J 


Hier iſt alſo 


V. X x “ dt — 
— 1 e at; Fr — 0 035 m = e€e = t; dxdy = 05 


( 
(2 = e'y= u; (7 — e: — t; 
9 dy — 


Bann aber wird | 


du m .eyon: du\_ _, 9 d2u 0 
dx — © = u; dıdy ——— © Lo] 5 (> [0 


Bi werben demnach für die Formeln des erften Grades finden: 


(de re; 


für die —— zweyten Grades aber: 


a) 


2). (7 )* wat (75), 
a rn 


Anmerfung. 

$. 239. In den allgemeinen ($. 231) aufgeftellten Formeln 
haben wir angenommen, daß die Durch x und y ausgedrüdten Werthe 
‚der Veränderlichen t und u gegeben feyen, und daß erft dann, wenn 
idie ganze Entwidelung durchgeführt ift, für x und y die Veraͤnder⸗ 
hen t und u wieder eingeführt werden. Es fcheint demnach bequemer 
feyn, wenn ſogleich die Werthe der Veränderlichen x und y durd) 
und u qusgedrüdt erhalten werden; allein dadurch würden Die 


the der Ausdrücke 2). (5 u.f. w. in zu fehr verwidelten 


smen erfcheinen, ald daß man diefelben in die Rechnung einführen 
ante. Wenn nämlih x und y durch t und u gegeben werden, 


wird 2) (2) 
— GI] 
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und die Ausdrücke des zweyten Grades wuͤrden in noch weit v 
teren Formen erſcheinen. In jedem Falle alſo, in welchem 
“ wendung einer folchen Reduction nöthig erſcheint; wird man # —X 
durch Überlegung beurtheilen, als nach einer beſtimmten Regel-angii 
ben können, welche Variable als unveraͤnderlich zu nehmen am ji di 
mäßigen fey. Es gibt aber auch noch eine andere Reduction, die 
oft mit audgezeichnetem Vortheile gebraucht wird, wenn die $ 

der gefuchten Function z geändert wird, wenn z. B. zs—Vrg (ep 
wird, wobey V eine gegebene Zunction von x und y beleichnet⸗ fo —2 
nun v die geſuchte Function vorſtellt; -ja ed kann auch, dieſe nente — 
ſuchte Function v mit den gegebenen Größen noch auf eine andere id 
Ä verbinden ſeyn. 







gr “ W N i jj 
Aufgabe %. Er 

g. 240. Sey gegeben eine Bunction. ı s der. baydel 
Veränderlihen x und y, und ed werde z= Pr gefd ' 
fo dag P irgend eine gegebene Sunction von x und 
if; man foll die Differengialformeln von z duch Wi 
Differenzialformeln Der neuen Gunetton vaus dedes 








Auflsfung. 
Da z=Prv iſt, fo werden wir nach den vorgetragenen Differen 
ziationsregeln zuerſt die Differenzialformeln des erſten Grades 


—A — 
= 


erhalten, und hieraus werden fich dann die Offerte ei 
zweyten Grades auf folgende Art darſtellen: 


—— > 
EIER CE 
Na NR PS 


und da bier P eine gegebene Function von x und yift, fo find zug! 
die Differenzialausdrüde derfelben befannt. 





d=V 
= Hd7) 
erhalten wird. 
Sufap 3 


| 6. 270. Wenn Po iſt, oder wenn (- 5 —5)* 0 feyn 
follte, fo drückt die Gleichung 

| | e=f(@) + FO) 
die Malur der Sunction z ans. 


Anmerfung. 


F. 271. Diefer Fall koͤmmt häufig in der Körperlehre vor, denn 
wenn die Natur einer Oberfläche'durch eine Gleichung zwifchen den 
drey Coordinaten x, y und u ausgedrückt wird, fo ift der von diefer 
Slaͤche begrängte Raum — x A bezeichnet man daher den Koͤr⸗ 


perraum durch z, fo wird 





— u, nämlich gleicy der auf bie 
benden Coordinaten x und y fest Ordinate. 
Sept man aber 
da = pdx + qdy, 
fo wird ı man die Oberfläche dieſes Körpers 
= fäxfäyyıtp tg 


finden, und wird diefe Fläche durch 2 bezeichnet, fo wird 


() = vifrTtg 


feyn. Benn wir demnad in unferem Probleme eine ſolche Zunction 
z von x und y fuchen ’ daß die Gleichung (u 5): — P Statt 


findet, fo iſt dieß eben fo viel, als fuchten wir den Kirpenanm; wel- 
cher zu einer Fläche gehört, deren Natur durch eine Gleichung zwifchen 
den drey Eoordinaten x, y und P auögebrüdt wird. Wir wollen alfo _ 
Diefe Rechnung durch einige Beyfpiele erläutern. 


Beyfpiel.ı. 
$. 272. Man ſuche eine folde Sunction z der bey: 


den Veraͤnderlichen x und y, daß — ix +Pßy 
wird. 


— 168 —— 
- Unmertung 2. 4 
ge: —* Nachdem wir dieſe Principien und æeanof ration 
—— haben, wollen wir zu unſerem Gegenſtande ai - 
gehen, umd die Methoden kennen Ichren, aus einer gegebenen 
zwifchen den Differenzialausdruͤcken des zwenten und bes erften € 
- und auch der Hauptgroͤßen felbft die Beziehung dieſer Ichtern 0 un x 
finden. Es kommen hier naͤmlich außer den Groͤßen x, yund sw 


ihren Differengialfermän bed erſten Orades (7 -) ind. 63 


drey Differenialausbrüde des zweyten Grade⸗ ( 7 5.6 * 


und (=) in Betrachtung, von welchen entweder einex ober $ 


oder .alle drey in der vorgelegten Relation erſcheinen koͤnnen, WE 
überdieß ein ſehr großer Unkerſchied Statt findet, wenn die Kor 
des erften Grades in der Nelation erfcheinen oder-michk:; — 
würde und nicht allein zu weit führen, alle Combinationen d 
führen, wie wir es in dem vorhergehenden Abfchuitte -gethan F 
fondern es ſetzt uns auch der Mangel zweckmaͤßiger Methoden — 
: Stand, die einzelnen Gattungen der hieher gehörigen Probleme: 
zugeben. Wir wollen alfo die noch abzuhandelnden Kapitel. fi 
sichten, wie es die Auflöfungsmethode geftatten wird, und jene M 
terie, wo ſich nichts Teiften läßt, ganz übergehen. 



















m 1585 — 


- 


Weil — == sin. 9 ft, fo wird 





Vaz — 
_ — = (Z COS, 9 
Es ift aber - 
— — 
cos. 9 —= Va! — x: — y: daher 


V— . 
VYX 
— — — —— —— d 
.@ (a? — x?) Va: — 22 — y? un 


j ad 
Jx dx (42) = @-y)ya—ny — x? — 7 
aber dieſes Integrale gefunden, ſo wird man erhalten: 











u 7 y — x dx 
Sax arc.ein. var or 


> diefer Ausdruck Täßt fi, wenn die Integration ausgeführt ift, 
’ folgende Form zurüdführen: 


=3 ax arc. sin I -- ay arc. sin — — — 
TE az 

mung 2 . ° . xy f F . 

or ara. ein. HI HFO) 


Das Integrale f: — — laͤßt ſich auf folgende 
—y | 


(a? — 12) Va: — x? 


: fehr leicht entwideln. u 











Man ſetze NV = p, fo wird x? = Ir, 
» duch Differenziation mittelft Logarithmen, wei y unveränder- 
iſ: .dx dp pdp dp 
= Op ı+P# pa+m 
n aber dur) Multiplication mit jenem Ansdrude 
dx dp 
ve -2_y ı+p' 


Serner ift | 
a? + p? y? 
pp’ 


Ro 


at — xt = 


\ 
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d 

D)=R+t0, 

fo dag für xema der Auddrud 69 irgend einer Function 


gleichgefegt werden kann, oder auch gleich der zur Abfeiffe y geh 
Drdinate irgend einer Curve. Integrirt man nun von neue 
erhält man 


= +: iG) FO) 
welcher Werth für x = a ebenfalld einer beliebigen Sunetion ' 
gleichgefegt werden fann. 


Beyfpiel a. . 
F. 251. Man ſuche eine folde Sunckion z der 
den Veranderlichen x und y, daß = — 
Vx 
wird. 


Weil P= ift, fo wird man finden: 





ax 
JPdx = ayx + y: un 

Jäx/Pdx = afdäxyx: 4 y% — !axyx? 4 y: 

+ tay21. R+Ve+r 


und daher gibt die erfte Integratiin 
(2 =aye tr +fQ), 
bie zweyte aber 
z = 3axyx ty? Hiayl.[x + Ve pP] --xfg) +1 


Beyfpiel 3 
9 252. Man fuhe eine folde Sunction z der 


' 1 
den Veränderlichen x und y, daß = VE 
wird. u 
DaP= ———— if, fo wird man erhalten: 

Ja Wr fo wird man erh 


Pdx = arc. sin, —— — 
JS va= 7Y 


— 775 m 
n aber 
dx/Pdx = r arc. sin. — - Ss 
nz | a? — y? at — ty 


Die erfte Integration gibt demnach " 
== arc, sin 


‚sin. —— f 
baher wird die geſochte Function ſelbſt folgende ſeyn: 


V— 7 + +FO. 











; x arc. sin. 





* — * 


Beyſpiel 4. 
F. 253. Man ſuche eine Function z der beyden Ver— 
erlichen x und y von der Art, daß 
= =xsin. (x«+-y) 

d. 

Da P—xsin.(x-+ y) if, fo wird 
2 =fzdxsin.(<--y)=—xcon (c+y) + Sdxoos.(c+7) 
=—xcos.(xs4+y)+sin. (xy), 
‚aber if | 
Szdx co.(x + y)=xsin(x +7) + co.(<+y), 
Daher 

Säx/Pdx — 2c0s. (<+y) — x sin. (x-L-y), 
ich werden unfere zwey Integralien folgende jyn: 


(Z)=sin@+n- zent tee) un 
— 2 “ern — xsin. (c--y) FO HrO 


Auf 8 abe 4. 
$. 254. Sey z eine folde Function ber Veränder- 
en x und y, daß 


)x () 40 


de, wobey P und Q beliebige Functionen von x 
y begeihnen; man beftimme im Allgemeinen die 
ur der Sunction z 


— 1009 —— 


wird; die Natur dieſer Sunction z wenigfens im 
Befondern aufjufuhen 


Auflöfung. 
| Da die Groͤße z durchaus nur eine Dimenſion hat, ſo iſt ein⸗ 
leuchtend, daß, wenn z—ePgq geſetzt wird, die Erponentialgröße e? 


aus der Rechnung verfchwindet. Seen wir alfo z = eaXY, wo Y | 
bloß eine Sunction von y feyn fol, fo werden wir erhalten: 


(7) — ae"Y um (= 5) = at, 


daher wird 
ay 


edY ady und Ye”, 





und fo erhalten wir die particuläre Auflöfung 


ay 
as - —. 

N ‚„zzle a, 
welche aber umfaffend genug it, da fowohl A ald a nad) Belieben 
angenommen werden fönnen. Mehrere Werthe von z aber, welde 
für fi) Genige leiften, thun auch in Verbindung mit einander Genüge, 
und hieraus leiten wir folgenden weit allgemeineren Ausdrud ab: 


ax + - = Ps +37 1437 dx 435 
2 Ae Be + Ce + De +.“ 
Da bier die Größen A, B, C, ... und eben fo a, B, Yr ««» 
alle möglichen Werthe erhalten Fönnen, fo ift diefer Ausdruck für fehr 
allgemein zu halten, und fcheint, wenn wir auf den Umfang fehen, 
den obigen Auflöfungen nicht nachzuſtehen, welche zwey willfürliche 
Sunctionen enthalten, befonders weil hier zwegerley willfärliche Coef- 
ficienten vorfommen; indeffen fieht man doch nicht ein, wie fich die 
Discontinuirlichen Zunctionen durch diefe Relation darftellen laſſen. 





Zuſatz ı. 

F. 283. Um alfo eine particuläre Auflöfung zu finden, nehme 
man die beyden Zahlen m und n fo an, daß ihr Product mn =a 
wird, und man wird erhalten z == Aemr'ey; eben fo wird man auch 
durch Vertaufchung derfelben Zahlen finden z= A ertmy, 


15 m 


yRix f 2 = yas E 





⁊ 


zu beſtimmen. Dieſes geht über in- 


—J e— 


ſo daß überbieß noch diefe beyben Ausdrüde integriert werden müffen. 


Zuſatz 3. 
6. 257. Ganz auf diefelbe Art Töft man auch die Aufgabe, bey 


welcher | , 
| & „)=? 1) | rQ 


ſeyn ſoll, wenn P und Q was immer für gegebene Zunctionen von 
x und y find. Denn man findet: 


(2) — efPäy fe- /FirQdy + e/?dyf(x) und 
2 = feftärdy Je-/ParQäy f(x). Se/Fdrdy-- Fler). 


Beyfpiel.ı. | 
$. 258. Man fuͤche eine ſolche Function z der bey— 


den Veranderlichen x und y,daß (=)= .( 1) wird, 
r Wird () == v get, und bloß x als veraͤnderlich betrach⸗ 


tet, ſo wird (£) = —; alfo (* 


grale hiervon iſt: 





, und das Inte⸗ 


‚= (2) = ."f(y) 
Bird nun wieder bloß x als veränderlich angefehen, fo wird 
dz = x"d<f(y), 
und das vohftändige Iutegꝛal⸗ hiervon iſt 


ei) EFO). 


Für den Fall aber, daß n=-— ı oder (2) = — _ —(& ) 
iſt, erhaͤlt man 


5260 md z=eIlxf)-+- FG) 





— 00 em 5 
adX PaX 


Freu -- +77 — ta aQXx 4 RX = 0, 
und hieraus ergibt ſich 
aX _ — dı(eQ + R), 
x at P 
und fo findet man für jede Zahl a einen —— Werth von X. 
Nimmt man daher unendlich viele Zahlen =, fo erhält man auf 
diefe Art folgenden Ausdruck, der unendlih Mahl unzäpliger.’Bes 
flimmungen fähig ift: 
z—AeJX -BefYX 1 Ce!!’Xu L... 
Allein es gibt dennoch auch Fälle von folchen Gleichungen, welde 
in der That vollftändige Auflöfungen zulaffen, deren Natur wir im dem 
folgenden Probleme unterfuchen wollen. \ 


Aufgabe m 
6. 287. Sey folgende Sleihung 
d?z dz , 
(—-) +? ( =) „)tRats=o 
aufzulöfen. Man unterfuhe was die Größen P, Q, 
R und S für Sunctionen voh x und y ſeyn müffen, da 


mit diefe Gleihung eine vollfiändige Auflöfung zus 
Tafie. 





Auflöfung. 
Sey V irgend eine Zunction von x und y, und man 1 fehe 
z = eVv, fo daß nun v eine unbefannte Größe ift, deren Werth ge . 
ſucht werden muß. Da alfo: 


[+] = 
DERIOEMON 


ift, fo wird, wenn diefe Werthe fubftituirt werden, und die ganze Glei⸗ 
chung durch eV dividirt wird, folgende Gleichung zum Vorfchein fonimen: 


ers+ + III) 
+P(Z )+2@ 21633 
Pe 8RYr =20, 


+ (2)' 


+ Rrv. 
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Nun hat man zu bewirken, daß dieſe Gleichung die vollſtaͤndige 
Auflöfung zulaͤßt. Da wir alſo früher geſehen haben, daß eine Gleis 
hung von der Form 

d?v 
» dxdy +7 
allgemein aufgelöft werden Fönne, welche Functionen von x und y auch | 
immer für S und V genommen werden mögen, fo müffen wir diefe 
Gleichung auf jene Form zurüdführen. 
Man muß alfo won: 


)* 73 + =o und - 


Le-YS=o 


RED 


hieraus erhalten wir 


36 Br es 
Ra=(7 ) (5) (23) 


Weil man nun nad) |. 296 
vo=— je-STiydyfe/Tis-VSdy + Se-/Tirdxf(x) + F(y) 
findet, ſo wird der vorgelegten Gleichung 


(Zi) +? (E)+RG tR=+S=o, 
wenn nur die Größen P, Q und R die angezeigten Werthe behalten, 
folgendes vollftändige Sintegrale entfprecdhen: 
2==— eV fe-STirdxfe/Tiy-VSdy-teYfe-/Tdrdxf(x)-LeVF(y), 
wenn bier die Ausdrüde f(x) und F(y) beliebige Sunetionen von x 
und y bezeichnen. 

Zuſatz 1. 
$. 288. Welche Functionen von x und y alſo auch für die Grö⸗ 


‚Ben T und V genommen werden mögen, fo ergeben ſich doch immer 


brauchbare Werthe, welche für die Größen P, Q und R genommen 
werden müffen, damit unfere Gleichung Die volftändige Auflöfung 
geſtattet. Die Function S aber bleibt unferer Willfür überlaffen. 
Zuſatz =» 
$. 389. In de vorgelegten Gleihung fönnen auch die Func⸗ 


ze 102 — | 
tionen P und Q unbeflimmt bleiben, und man wird dann erhalten: 
vo — und (7) = — [ix (7 und ' 


(=) = — (5); 


und hieraus muß bloß die Größe R fo beflimmt werden, daß hie 





Gleichung 
R-rRQ- (F)=o oder 
fd 
 B=R4ß 
Statt findet. u 
Zuſatz 3 


s. 290. Weil hier für /(Odxauh SQdx-- Y gefchrieben wer: 
den kann, woben Y eine beliebige Function von y bezeichnet, und weil 
ve— /Qdx—T ift, fo wird fi folgende Gleichung volftändig 
integriren laſſen: 


— DELIDENLEIC))T2 03 


das Sintegrale biervon ift 
| 2 e-SQix—Iy, 
wobey 


(=; +(-/8(7 >) re's=o 


und hierbey ift 


d dY 
und demnad) 
JTdy=/Pdy — SQdx —Y. 


Es läßt fich daher der Werth von v leicht beftimmen. 


! 


Unmerfung. 
$. 291. Bey diefer Rechnung, in welcher die Differenzialien der 
Sntegralformeln genommen werden müffen, während eine andere Größe 
als veränderlich angefehen wird, die bey der Integration vorausgefeht 
wird, hat man fich an die Regel zu halten, daß 


2 


— 1053 
fon werbe, wenn V— SQax it. Denn da (Z) = Q iſt, % | 


wid er) _ (2)- Wird alfo (7 ) — 8 geſetzt, fo ers 


hält man (2) = (= ud S= 9) — /dx (2): 

hieraus folgert man umgefehrt, daß wenn S= /dx (7) ift, we⸗ 
gen /Sdy==V bdurd) Integration „Sdy = /Qdx erhalten werde. 
Da dieß aus den früher feftgefegten Principien für ſich einleuchtet, fo 
halte ich es für überflüffig, für diefe gleichfam neue Art von Rechnung, 
inöbefondere Vorfchriften vorzutragen. Wir. wollen aber an einigen 
Beyſpielen nachweifen, welche Gleichungen mit Hülfe diefer Methode ' 
vollfiändig aufgelöft werden Fönnen. 


Beyfpielı. 
6. 292. Sey folgende Differenzialgleihung des 
zweyten Grades gegeben: | . 


u) + (2) + (5 +Rzrs=o; 


man beflimme die Natur der Function RB, fo daß diefe 
Gleichung die Auflöfung zuläßt, wenn S eine belies 
bige Function von x und y bezeichnet. 

DaP=a und Q=b if, ſo wird R= ab nd V=—bx 
feyn, denn die Zunction Y fann zuverläßig außer Acht gelaffen werden, 
und. weil bey der folgenden Integration fchon zwey willfürliche $uncs 
tionen eingeführt werden, fo wird Ta feyn. Wird daher z=er-br 
gefest, fo wird man folgende Gleichung erhalten: 


d’v 
5) * (= + eS=o, , 
und für (2) = u wird | 
s (Z)t+eetes = 0, ' 


And wenn x conflant genommen wird: 
eru—— fertusiytlß), 





alle | 
un (Ei) ae rermsarkeen 
Euler's Integealsechnung HL Bo⸗ : a 


zum 102 zum | 
tionen P und Q unbeflimmt bleiben, und man wird dann erhalten: 
vaoysad und (7) = -/i: (7 


(=) = u (5): 


und hieraus muß bloß die Größe R fo beitimmt werden, daß bie 
Gleichung 


Statt findet. 


Zuſatz 3. 

s. 290. Weil hier für/ Qx auch SQdx-- Y gefchrieben wer⸗ 
den fann, woben Y eine beliebige Function von y bezeichnet, und weil 
v=— /Qdx—T iſt, fo wird ſich folgende Gleichung volftändig 
integriren laffen: 


(2) +?) + RE) + +) +5; 


dad Sintegrale biervon ift 
| zz = e-S/QIz — Yy, 
wobey 


(>) +(F-/4:(2 7) Le-VS=o 


und bierbey ift 1Q 
TePp—yi (7 
* Jdx dy 





d Y 
u, 
und demnad) 

JTay=/Pdy — /Qdx — Y. 
Es läßt fi) daher der Werth von v leicht beftimmen. 


Unmerfung. 
$. 291. Bey diefer Rechnung, in welcher die Differenzialien der 
Sntegralformeln genommen werden müflen, während eine andere Größe 
als veränderlich angefehen wird, die bey der Integration vorausgeſetzt 
wird, hat man fich an die Regel zu halten, daß 


(5) = (a 


eV 
’= Tra7) 
yalten wird. 
Sufag 3 


$ 270. Wenn P=o ift, oder wenn (- 1 -)= 0 feyn 
Ite, fo drüct die Gleichung 

| | z=f()+ FO) 
Malur der Sunction 2 aus. 


Anmerfung. 


F. 271. Diefer Fall fömmt häufig in der Körperlehre vor, denn 
nn die Natur einer Oberflaͤche durch eine Gleichung zwifchen den 
ey Coordinaten x, yund u ausgedrüͤckt wird, fo iſt der von dieſer 
ache begraͤnzte Raum == /d xfudy; bezeichnet man daher den Körs 


eraum durch z, fo wird 





* I; =u, nämlich gleich der auf die 
den Coordinaten x und y fenfteähten Ordinate. 
Segt man aber j 
| du = pdx-4 qdy, 

wird man die Oberfläche diefes Körpers 

= SäxfdiyYı+p tg 
ben, und wird diefe Fläche durch z bezeichnet, fo wird 

( -) = vıFeTtg 
n. Wenn wir demnad) in unferem Probleme eine ſolche Function 
von x und y fuchen, daß die Gleichung (Zi — P Gtatt 


det, fo ift dieß eben fo viel, als fuchten wir den Körperraum, wel- 
r zu einer Flaͤche gehört, deren Natur durch eine Gleichung zwifchen 
ı drey Coordinaten x, y und P auögedrüdt wird, Bir wollen alfo _ 
fe Rechnung durch einige Beyſpiele erläutern. 


Beypyfpiel ı 
$. 272. Man fuche eine ſolche Functione der bey: 


a Veränderliden x und y, daß (2) =äx+ßy 
ed. 


En 104 — 
nimmt man aber nun y als unveränderlich, fo wird - 


w=— 7 fäsfesrtbs8dy + em 6) + F 
indem man 





Sdxf’ (x) = f(x) | 
febt. Schreibt man num f(z) flatt e- = f(x), fo wird man erhalten: 
—u— or jäsfertnsiy tote) pen) 


3weyte Auflsfung 
Hätten wir V=— bx— ay gefeht, fo hätten wir Tara — am 
gefunden, wird daher ze >" — er v gefebt, ſe mäßte man asd 
der Sleihung 


d’v 


Ja) rmivs—=o 
‚ die Größe v beftimmen, und man erhält: 


) jertırsdy HR), 
v=— fäxfertesSdy - fr) + F WG; 

z = em.bt—ay (— SdxfebrtırSdy +f@)+F Hr 
welche Formel einfacher iſt als die vorhergehende, obgleich fie duf dad 
ſelbe hinausläuft, und fie bezeichnet das vollftändige Sntogealt ber 
Gleichuns | 


u +.(2 DESIORSETEr 
Beyfpyiel = | 


6. 293. Sey gegeben folgende Differenziglglei 
hung des zweyten Grades: j 


CSEEIHERIOEE WERE 


man beftimme die Natur der Function R, fo daß dieſe 
Gleichung die Auflöfung zuläßt, wenn S eine delie 
bige Sunction von x und y bezeichnet. 


DP=’mQ=; il, wie V=—blı—], 


x 





alſo R = und die u a wird feyn: 


r 


Ko (%) +5 ts 


zen 185 —— 


. 





Weil == sin. 9 ft, fo wird 
—ı 


— — *(69 cos. 9 
| Es ift aber - 


— — 
cos. — Va? — — daher 


ve: . 





?\ — 7x 
@ (a? — 12) Ya? — x? — y2 


" do :  x2dex 
Jxdx (2) = Armee x? — — ers dG 


aber diefes sn gefunden, fo wird man erhalten: 


at OH) 


5 8 8fC, sin, 
a? — ı?) Va? 1232 x2_v2 








"Ya: — 12 
> dieſer Ausdruck laͤßt ſich, wenn die Integration ausgeführt iſt, 
r folgende Form zurückfühcen: 


| 00 y = ! 
= ax arc. sin, ⸗— + ay arc, sın, Va? y2 
— 2? arc. sin. —T +f@) + FO). 





V (a2 —x?) (a — y2) 
Das Integrale f: — — laͤßt ſich auf folgende 
—y | 


(a? — x?) Va: — x? 


: fehr leicht entwideln. - | nn 
2 2 
Man ee ——— o wird , „ EIN 
ſetz Vvr- — ZZ x — 
durch Differenziation mitteljt Logarithmen, wei y unveräuder- 
iſt: | . 
‚dx — dp _ pdp _ dp 
ı pp ı+p® p(+p9’ 
n aber durch Multiplication mit jenem Ansdrucke 
dx dp 
v2-82_- 2 ı+p ‘ 
Serner iſt 


a? + pꝛ yꝛ 
— 


R 


a: — x’ 


\ 


zum 40/5 m 


und daher finden wir den Integralausdrud | 


S- a?dx — dp __ f: dp 
| (a? — x?) Va? — x? — y? . at 4 p?y? y’ tr 
4 











x 
— ! arc. tang. Pr _ =- arc. tang. —⸗ — — 
y a Va — 
a xy ' = 
= y arc. sin. —— 


Ve—-ı) @—-yp) 


Aufgabe 45. 


. 275. Wenn z eine folde Zunction der beyden 
Veränderliden x und y ſeyn foll, daß 


d?z 
(5) =? G 2) +? 
wird, wobey P und Q beliebige Sunctionen don x und 


y bezeihnen; fo ift die Natur der Function z J 
beſtimmen. 


| Auflöfung. 
d 
Man febe =) == v, damit die Gleichung 


DEE 


Statt finde, welche die Größenx, y und v enthält. Wird alfo x 
conftant genommen, fo findet man 
dv= Pvdy + Qdy, 
und diefe Gleihung gibt, wenn fie mit e= /Fdr multiplicirt wird: 
e-/Piıy = Je /PdıQdy + f(x). 
und daher ift 
vv. — = e/Pdyfe-/PFdrQdy + e/Firf’ (x). 


Da nun diefe Integralien beftimmt die Größen x und y enthal 


ten, fo betrachte man y ald conftant, und die folgende Integration 
gibt: 


z = fe /Pdydxfe- /PdrQdy-+ SeSPdrdxf’(x) + FA) 
welche Sntegralien, für jeden Fall entwidelt, befannt find. 


— 4155 m 


Zu ſ ag ı 

F. 276. Um diefed Problem alfo aufzulöfen, fuche man zuerft 
dur) Integration die Größe A, damit /Pdy==IR werde; ferner 
ſuche man S, fo daß f 227 =S$ wird, Endlih ſey /RASdx=T, 
fo daß in den erften Ausdrüden bloß die Größe y, hier aber x allein 
als veränderlih angefehen wird. Iſt dieß gefchehen, fo erhält man 
als vollſtandiges Integrale 

z=T+/Rdıl (a) +- Fly). 


Zuſatz 2. 
$. 277. Hier erfcheint alfo in dem Integralausdrud die willfürs 
liche Function f(x), und wenn man diefe durch die der Abſciſſe x ent: 
fprechende Ordinate irgend einer Curve darftellt, fo wird man das In⸗ 
tegrale /RdAxf’ (x) für jeden Werth von y conftruiren fönnen, wenn 
man bey diefer Integration die Größe y als conftant betrachtet, 


⸗ 


Anmerfung. 


$. 278. Ganz auf dieſelbe Weiſe löſt man durch Vertauſchung 
der Veraͤnderlichen x nnd y die Aufgabe, bey welcher eine ſolche Func⸗ 
tion z geſucht wird, daß die Gleichung 


d?z 
(3,) = p (Z ) FR 
Statt findet, wenn nur P und Q bloß Zunctionen von x und y find, 


welche alfo Die Function z nicht enthalten. Es wird fich nämlid) die 
Auflöfung auf folgende Art darftellen: 


z — feSPdxdy fe-/Pd:Qdx + Se/Pdrdyf(y) + F-(a). 
Sa man fann beyde Probleme noch weiter ausdehnen, und dad 


. . „ d?2z 
erftere wird die Auflöfung geftatten, wenn der Ausdrud (=) 
. , d 
. irgend einer Sunction der drey Größen x, y und (Z das letztere 


irgend einer Function der drey 





Größen x, y und (2) gleich ift; in beyden Sällen wird naͤmlich die 


Rechnung auf eine Differenzialgleichung des erften Grades zurückgeführt. 
Diefe Auflöfungdmethode aber ift nicht zureichend, wenn die beyden 


— 


— 180 - | 
Formeln des erſten Grades (2) und zugleich vorkommen, _ 
oder wenn die Zunctionen P und Q aud) die Ep z enthalten. , 


Beyfpiel ı 
$. 279 Man ſuche eine folde Sunction 2 ber ‚we 


Beränderlihen x und Jr daß (+3) = +7 
wird, 
Sey () = y, fo erhält man 
dv nv m 
dy == y+t z’ 


und wird x ald conftant betrachtet, fo findet man 
'avd d 
ıvı= — 242, 


x 








und dividirt man durch yr, fo ergibt fi > 
* [= = om Treo, 


ſo daß ale 


6 ehtrio 
wird. Nun betrachte man y us unveränderlich, und integrire von 
neuem, ſo ergibt ſich 
— yls+pf@)-- FO). 


Beyſpiel a. 
$. 280. Man fuche eine folhe Function z der zwey 
Veränderlihen x undy, daß | 


(3) = — (* — 545 





wird. | 
Wird (zZ) = v gefegt und x conftant genommen, fo wird 
man erhalten: | . 
vydy ady 


| earntarm 
und dividirt man diefe Gleichung durch VYx? +y?, fo findet man: 


‚wem 187 vw 


v dy | 
— a m — — £ 
er Veen ver tt 
alfo iſt Ä 





‚= =) = 24 Vx? + y?:f(x). 
Sey nun y conſtant, ſo wird die Gleichung zum Vorſchein 
kommen: 
s=-T+ftQUuVEetr7+FO) 
wo zwar das Integrale 
Sf(x) dxVx® + y? 
wegen der unbeflimmten Function f (x), obgleich y conftant gefebt 
wird, im Allgemeinen nicht fo ausgedrüct werden kann, daß ed durch 
y und Sunctionen von x in entwicelter Form dargeftellt werden Fönnte. 
| Anmerfung. 
(. 281. Die Sormel des zweyten Grades (-) geftattet 


alfo Feine fo große Anzahl auflösbarer Sälle, als die beyden übrigen 
(= =) und (= * =) weil bey di eſen die Aufloͤſung gelingt, obgleich 


auch die Größe z auf ihre Beftimmung influirt, was aber hier dee Fall 
nicht ift, indem man feine Methode Fennt, eine Gleichung von der 


Form 1 4 . 
' 2z 2 

) 6) 40 
aufzulöfen, wenn die Größen P und Q die Function s enthalten. 
Auch findet dann Feine Auflöfung Statt, wenn nebft der Formel des 
erſten Grades G 9) auch zugleich die andere vorhanden iſt. Indeſſen 


gibt ed doch Faͤlle, in welchen ſich particulaͤre Auflöfungen angeben 
laffen, und zwar unendlich viele, welche zufanımengenommen der all 
gemeinen Auflöfung gleich, geltend zu feyn feheinen, obgleich fie in der 
Anwendung auf practifche Fälle gewöhnlich wenig nüßen ; dennoch wird 
es gut ſeyn, die Formen folcher Auflöfungen anzuführen, 
Aufgabe 46. ' 
F. 283. Wenn z eine folche Function der beyden 


Beränderlichen xundy feyn ſoll, daß (=) = 02 





⸗ 


= (2)+0(5)= (5) Grein 
und hieraus geht hervor, daß zs== f(x ay) feyn werbe, un wi 
a jweydeutig ift, fo erfchließt man die oben gefundene Aufläfung, A 
die beyden Werthe, welche einzeln Genüge leiften, auch in Werbindung 


mit einander genügen werden. Man kann die Rechnung” ai iz 
folgende Art usaftbren. Man fege 


dv 
| = =. 12) = L dr 
fo wird man erhalten: 


=) +) = 


Hat man nun die Ausdrüde des erfien Grades ie u Fr 
gefunden, fo wird man, weil | 


även dx (Z) +-d 
° .. BT 
iR, folgende Sleihungen erhalten: - ie, 


dz = dx (%) 4 dy (z 
v=dr(7)+® N 


| durch deren Verbindung wir finden: 


vtade= (4 ady) [(& ra (1. 


und * 

+ az=f(x+ay) und v— az2— F(x — 2), 
und fo erhält z diefelbe F orm. Allein die Methode, welche ich bey der 
Auflöfung befolgte, fcheint der Natur der Sache angemeffen zu feyn, 
da fie auch bey andern verwidelteren Aufgaben ausgezeichnete Dienſte 
leiftet. 










Anmerfung 3. | 
G. 301. Unſere Auflöfung aber hat das Unbequeme, daß, fie für 


. . d2 , d?z . . . 
die Sleichung (=) + a = = o auf einen imaginären Aus: 
I 
druck führt, fie gibt naͤmlich: 


z=f(x+ayV—ı), + F — — 


—— 201 mem 


So oft aber die Functionen F, f und F’/ an das Geſetz der 
Stätigfeit_ gebunden find, wie fie auch fonft befchaffen feyn mögen, fo 
laſſen ſich Die Werthe derfelben immer auf die Som Pt QV—ı 
zurüdführen, und daher wird folgende Formel, welche aus jener leicht 
abgeleitet werden Fann, immer einen reellen Werth haben; nämlich: 


== sf@taVo)+; H@—arV=n) 
+ Mer Fer +tayV-) — —F Non 


führt man Die Reduction diefes Yuan auf eine reelle Form, ſo 
wird es gut ſeyn, zu bemerken, daß wenn 


x 008.9 und ay= s sin. 9 


gelegt wird, die Gleichung 


(x + ayy-— ı) 1)? = s" (c0s.n9 + v—ı in.np). 

Statt finde. So oft daher die vorgelegten Sunctionen durch analy: 
tifche Operationen entitanden, das heißt, fo oft fie flätig find, ſo 
Fönnen ihre Werthe durch Eofinuffe und Sinuffe der Vielfachen des 
Winfeld 9 in reeller Zorm dargeftellt werden; wenn aber jene Func⸗ 
tionen discontinuirlich find, fo findet eine folche Reduction keineswegs 
Statt, obgleich man auch gewiß weiß, daß dann auch. die angeführte 
Form einen reellen Werth erhalten werde. Wer aber wird fich bey 
irgend einer mit freyer Hand befchriebenen Eurve die den Abſeiſſen 


xt ayyV—ı md x — ayY—ı 
entfprechenden Ordinaten auch nur im Geifte. vorfiellen, und die reelle 
Summe derfelben angeben fönnen, oder.die Differenz derfelben, welde 
durch Divifion mit V— ı auch reell feyn wird? Es zeigt fich alfo hier 
eine große Mangelhaftigfeit- der Rechnung, der man noch auf feine 
eife begegnen Fann; und wegen dieſes Gebrechens verlieren beriey 
allgemeine Aufiöfungen ſehr viel von ihrem Nuten. 








Aufga be ” 
$. 302, Wenn die Gleihung m (et 


geben ijt, fo unterfuhe man, was 3 gunetionen ı von 
x.und y für Pgenommen werden fönnen, damit. Die 
Integration mit Hülfe der Reduction gelingt. 


folgende Sorm: 


zum 202 ame 
Auflösfung 
Er nehme an, daß die Reduction dadurch 
Daß man für x und y zwey andere Veraͤnderliche t und a einf 
Wird diefe Gubflitution nach $. 231 im Algemeinen — — 
kommt lotzerd⸗ Gleichung 5 (ae). , 


+ (7) 7) + (7) :) (#) i 
* ya) + Se. N 


2() -6) - * 60) 


dx? 


ee] 


Nun fehe man zwifchen den beyden Weränderlichen t, w und den 
vorhergehenden x, y finde eine folche Relation Statt, daß die beyde⸗ 


Ausdeice (7) und (3,4) ans der diechnung verſchwinden, wel 
ches — * web, wenn man 
+2 (ö)=om )-rli)oe 
ſetzt. Dann aber wird man erhalten: 
( m (2) 7) (Cr Ir 
and da eben fo 
| Fer -—F * 56 %) 
ift, fo wird 
er E- 
feyn, und auf Aut Art, wenn P negativ genommen wird: . 
DEE äl Eat In] 


Werden nun * Werthe ſubſtituirt, ſo erhaͤlt unſere Gleichung 





EO-IOHL +] 
4 B- *0 


mm 205 == 
Da dieſe Gleichung den einzigen Ausdruck des zweyten Grades 


—** 
* enthaͤlt, ſo geſtattet ſie die Integration, wenn entweder 


d 
-) oder (2) aud. der Rechnung verfchwunden iſt. Segen wir 
) überdieß 
” pP (4?) = 


ch welche Gleichung die Ran der gefuchten gunction P beftimmt wird; 
rauf wird die Gleichung, die man zu integriren hat, wenn N e durch 


(2) dividirt worden ift, feyn: 


)(% 2) (0) =° 


d dad Integrale hiervon iſt, wenn —— =Y gefeht wird: 


ein man up früher die Function P durch x und y beſtimmen. 
Da — P () ift, fo wird 


| ar — dr (7) + Pr (7,)r 
d daher erhält man, wenn (= — p Kürze halber gefegt wird: 
| ax — —Päy und | 
Pr + dp (+2). 
Man febe alfo y +; - = f/(P),-fo findet man 
x-+Py = 19; = -)= ZUEsE und 


G 7)“ m, 


d hierans ergibt fich die Relation für die Beflimmung der Größe P 
ch x und y. Für die neuen Veränderlichen t und u aber wird man 


gen @ = — P (=) erhalten: 


‚ | zen O0 ve 

dt m (= (dx Päy) und wm z=— Py+ il 
wird ee 

di (£ are @) —sPär— Jap) | 0 

= (7 -) 75 f (P) — sdyıyP 28 

und da dab Jategrele des — Ausdruckes u 

7 y— ayyP 







| it, ſo wird man erhalten: 
ter( (FM - arvP)s 
ferner Hat man, weil (2) ca P (2) # i u 


duo (z) (ds+ Pi) (2 ie) rs ya), 


und daher 





du = 2) —D — y) dp; 


aiſo wird u einer Function von P gleich ſeyn. Bey Diefer Rechuum 
Tann man aber was immer für Sunctionen nehmen, weil erſt bey der | 
nachfolgenden Integration die allgemeine Auflöfung erhalten wir). 
Seen wir deninach 


t — — (P) — ayYP md u=P, wobey I 


xt Py=f(P) 
iſt. um endlich das Integrale ſelbſt zu *5 iſt, weil 


bey welcher Integration u oder P zoifant 5 genommen wird, dem Bor: 
hergehenden gemäß | 


— aPptı(P) — aPdy — ydP = — aPdy, 


dt 
9) 


1 
weil P conſtant und (2) = FM _y iſt, und daher wird 


205 mm 
fa ad 
al 15) =, = al(P@—y) + alF(), 
12) — (f(P F(P 
9 2 60) -) FGO, 
und daher ferner 
z = /dP(f(P)—y) F(P), 
indem man bier t conflant nimmt. Da alfo 
| dp Ä 
. „=+ Ze PA) pr 
and daher | 
f(P) — y = f/(P) — f/(P) + —_ 
ayP_/ vP ayP 
üſt, fo erhält man 


1 


== ysaP ( - et ®) F(P) + 
4 CE fr (P) — ıve) [7 F (P) 
+ ®( (/3 f(P) — ayvVP), 


welcher Ausdruck zwey willkuͤrliche Functionen F und 8 enthält. 


Zuſatz 3. 
F. 303. Das erſte Glied dieſes Ausdruckes laͤßt ſich auf folgende 
Art nmformen: 


= (ver® — ifo —* ©) F(P), 


allein e8 ift | 
vPf(P) — :/ f’(P) = SaP yYPf“(P), 
und Saher wird das erite Glied feyn: 
f nn F (P) ydPyP£u(P). 


zu f aß 2. 
$. 304. Da aber dieſes erfte Glied eine unbeflimmte Zunetion 
von P ift, fo wird man, wenn diefelbe durch ZZ (P) angedeutet wird, 


erhalten: 
dP np —_ IPB) 


—— faPyPt“(Py’ 


+ 


und daher ergibt ſich folgender Sutegralausbrud': Dr N y 
s=n(d)-+ — ayvP) 


+ (far @- av) Sgarrre 
3 . b 3 


6. 305. Eine mehr particuläre Auflöfung wird erhalten, wen 
man Z(P) = o feßt, und daher wird z irgend einer Function die 


Größe Ik — f/(P) — 25 VP gleidy werden, welche man ſich buch, 
xundy ausgedruͤct denken muß, weil x Py=f ® iR. J | 







Anmerfung. ME ES 

£ 306. Obgleich ich mich Hier derfelben Methode, wie bey bem. 
vorhergehenden Probleme, bedient habe, fo ift dennoch, der Fall der 
vorhergehenden Aufgabe, in welchem P==a war, in biefer Auflöfung 
nicht enthalten, was wunderbar zu feyn fcheint. Der Grund dieſes 


Paradorond liegt in der Auflöfung der Gleichung (7)= —=P (7 I -) 
welcher offenbar der Werth P=a Genüge leiftet, obgleich er in ver 
daraus abgeleiteten Gleihung <-- Py=f(P) nicht enthalten iſt. 
Es ereignet fich nämlich hier etwas Ähnliches, was wir ſchon fruͤher 
bemerft haben, daß nämlich oft irgend ein Werth einer Differenzial 
gleihung Senüge leiften Fönne, welcher in dem Integrale nicht ent 
halten iſt; fo z. B. fehen wir, daß der Werth x—=a der Gleichung. 
dyVa— x—=dx Genüge leifte, und dennoch ift derfelbe in dem In⸗ 
tegrale y= C— aVa— x nicht mit begriffen. Es erfordert daher 
aud in unferem Kalle der Werth Pa eine eigenthümlidhe Entwide 
ung, die in dem erjleren Probleme rüdfichtlic) der übrigen durchge⸗ 
führt wurde, wo für £ (P) irgend eine beftimmte Sunction von P ans 
genommen wird. Wir wollen nun einige Beyfpiele entwideln. 


Beyfpiel ı | Ä 

$. 307. Sey ( 7) S o, fodaP = — - wird; man 

ſuche das vollfiändige Integrale der Gleichung a 
dee\ __ x? /d2z \ 

a7) = ()- | 


— 207 — 
da ſ⸗ ) * =oiäf, p sie die gefundene Aufloͤſung, weil 
0) 0 iſ: 


— — 
Man ſetze F(P) = N (P), fo wird man erhalten: 
2=— yvP.n(P) + GCVD). 
Man feße für P wieder den Werth 5 fo findet man, indem 


gen yVP= V— xy die imaginäre Größe V— ı in die Functio⸗ 
ı gebradht wird: 


— x — 
u = vVeyn(-) + over. 
Ihe Formel leicht in folgende umgeftaltet wird: 
==ır()+ 8 (xy), 
xr(- -) irgend eine homogene Zunction einer Dimenfion von x 


> y bezeichnet. Zur Auflöfung aber wird man gelangen, indem 
n flatt x und y die neuen Veränderlichen t und u einführt, fo daß 


=C—ay—xyun ı=—,, oder auch noch einfacher t—=2 Yxy 


X wird, und en findet man: 


— = vy, d?t — VX. 
)* 5 5 — — aıyı’ 6 )* av’ 
d?u 

)= 5; F )* — 10) = ; (7) = pi 

> weil pı =: ift, nimmt die vorgelegte Gleichung folgende 
em an: 

dz AxVX d?z 
.(& )+7 u) ** y2vVy 2) u 
Danın | 


tBu=4r ud x=:tyu did y— — 
fo werden wir ‚erdabten: 


-(G u) vr Au am) = 0 oder. (*) = (Gr): 






— 20B um | 
Sey nun ( er fon v=t(7 2), un, a i 
ſtant genommen wird ‚— iv Y, alſo vo @): at er 
Sey jegt t eenfunt, fo ieh man 2 


satt) HF) »vzy£(2) He 
finden, wie früher. 
| Zufasp. 
$. 308. Wie aber der gefundene Ausbrud — 
2 xr(*) +een er 


Genüge leillet, wird man einfehen, wenn die Differengialien a 
genommen werden: 


DOELTOERLTOF ee 


()=r()+zeen: 
und daher wird * 
—V 


(>) —* r( -) +: * = Tu(2) + eu (ey). 


Beyſpiel 2. 
F. 300. Sey (=, fo daß 


pz = 2aaPy -- 2ax und P=ay-- Ya’y: — 


iſt, man beſtimme das vollſtändige Integrale der 
Gleichung 
rear Fa + 2ax) 


day? 
Df(P)= — — ift ‚ fo wird man finden: 


= - und F f! (P) =f: dAPYP = A. PvP, 


und daher geht der oben gefundene allgemeine Ausdruck über in 


* * 


mn- 
"-". 


5 


= . 200 — 
= yap . rm +( GE ve) fi EP) Ä 
u | + s(z PvP — ayyP); 


aman fehe 
SEF()=2(P), fo wird 
dP. F(TſTPG ap. vVPır(P), 
zund | | | | 
m = 2 /PrdPım(P) + (= — nm . 


+ 957” ——ıvP); 
Es ift aber hierbey 


- pP — 3 1 2x 
aeg Itrzi rrT 


Die Entwidelung diefer Formeln leitet auf zu verwickelte Aus⸗ 
Druͤcke; allein die zum Ziele führenden Subſtitutionen find: 
t—= 2, PvP — 2yYP und u=P. 
Zuſa tz. 
6. 310. Um eine mehr eingeſchraͤnkte Aufloͤſung zu x erhalten, 
fege man: 
n(P) = P"*, fo wird 
I(P)=(n—}) p" — :, 
amd hieraus Tigers wir 
n PvP 200g 
= ara -—t_Ptı_Pıy+ (3 — yve). 
© n=ı und die danetion & verſchwinde, fo wird 
z = * P2 — Py = X, 
and für den Fall, wo na ift, findet man: 
= * P® — P!y == 2: axy -+ $3P(2x-- ay?), oder 
z = ay’ 4 3axy + @y?°+2x) Va? y? + a2ax. 
Anmerfung. 


$. 315. Der gefundene Integralausdrud laͤßt ſich auf folgende 
Euter’s Integralrechnuns . III. ®». A 


— 210 — 
Weife einfacher darſtellen. Man ſetze 
[# F(P)=n(P), fo wir 


F(P) = vYPı(P), 
und man findet, ducch Weglaffung des letzten Gliedes 


® (/* fr (P) — ayvP) 


welches feiner Reduction bedarf; die Gleichung 
.- sap (ver (P) — IK f! ®)) m 
+ no (FO - ven! 





um | St: dPm(P) NT OHREN) 

woraus man erhält: 

z = SI’ (P)dPYPf(P) + LP) TER (P) — yvPıa() 
Es iſt ferner 

 JaPpım(P)VPf(P) = I(P)VPf/(P) — 


— /n(P) (Z fı(P) + dPyPfv ®) J 





alſo 
z G) VPf/(P) — /dPn(P) VPSfUGE) — VN (P); 
man ſetze ferner 
JaPn G) YVPfv(P) 6 (P), 
0 (P) 
vPf"(P) 
2 —— - 00) +9 (Ar®&-arve), | 


welche Formel ohne Zweifel weit einfacher ift, als die Anfangs 
gefundene. | 


fo wird 


ı1(P) = und 


Aufgabe 50, 
$. 312. Sey gegeben die Sleihung 


RE 


man ſuche rüdfichtlich der Größen P, Q, Rene Sälle Ä 


* m Dj] um 


auf, in.welchen bie. Integration mit Huülfe ber vorher 
gebrauchten Reduction gelingt 


2 Aufldöfung 
erden die beyden neuen Veränderlichen t und u eingeführt, fo 
Werden wir eat: 


= (7) le: +) a) 

3) (5) (ars) + (5) (©) 

— —— IE 5 

De 
en 

Segen wir alfo wie ie frdker 


De 


ſo wird | 
a (ei =? (Et) () () und 
Beat er 3) 


3 - 
BUCHORSESICIT - 
—— ) Gr) + . E 
+P (a) - (5 -rq+ a] 2) 


Es leuchtet nun ein, daB man die Integration vornehmen koͤnne/ 
veun eine der beyden Formeln (#) oder (=) aus der Rechnung 


erfchwindet. Segen wir all, es fey 
14 * 


— 212 — 
re) Kal 6 +) Bad 5 5 5 LTE 2 


Rer+ (eh), 


fo wird die hieraus hervorgehende Gleichung, wenn: ſie durch (@) T 
dividirt wird, ſeyn: 


= 


& (= ä :) : — v, fo-wird man finden: 


lee 656 ne 


und man nehme t conflant, damit 


dv Let DIE 


‚elE 


va 
(5 
werde, woben aber die Größen P, Q, (* ) and (3) bare 


neuen VBeränderlichen t und u ausgedrüdt werben müffen. Es wird 
alfo gut feyn, dieſe zuerft gu beftimmen. Da 


dt du du 


ift, fo wird man erhalten: 


dt du‘ | | 

dt (z) [*: + Pay | und du = () ſax- Pr]; 

d d Le. 
es find alfo (z) und (=) die Faktoren, welche die Ausbradı 
dx + Pdy und dx — Pdy integrabel machen, denn, e® ift nicht | 
nöthig, daß hieraus die Werthe t und u in der größten Allgemeinpeit ? 
beftiimmt werden. Seyen p und q ſolche Multiplicatoren, die durch 
* und y gegeben find, fo wird man haben: 

t=/p(dx+Pdy) und um=/gq (dx—Pdy), 

daher gebt die obige Integration uber in 






— 2]3 wa 





eraͤnderlich anzuſehen iſt; oder man wird, weil Fanmalis PN 


‚ erhalten: 
. dv [? + (-)] (dx. — run 
; vo. 2 P2 

Allein mon dt= o it dx==— Pdy, fo daß man findet 


Dr u ESEL 


amd weil t sonftant und durch x und y gegeben ift, fo fann der Werth 
Kon x Durch y und t ausgebrüdt fubftituirt werden, fo daß y allein ald 
weränderlich erfcheint, und wenn das Integrale‘ 


d 
-[% [rR+ ()] = 1.V 
gefunden ift, fo wird man haben: 
= Vo) = (z ). 
Nun nehme man u onſtant, ſo wird 
2 Vdtf(t) + F (u). 


Soll aber vieſe Integration moͤglich ſeyn, ſo muß die Relation 
Statt finden; 


R=PQ+ n)-? =). 


R Bey welcher Integration die Größe t= Sp (dx + Pay) als 





3 ufaß ı. 
N 313. Auf diefelbe Art wird die vorgelegte Gleichung die Auf: 
fung. — wenn 
dp 
"BR = — :PQ— ( Ir 
fegn follte, und es bleibt, wie fruber: 


t=/p (dx-+- Pay) ud u=/qg (dx Pdy); 
dann aber wird 


»=-Prr+G )-rH) 


und dieſe Gleichung gibt, wenn (5) = v gefebt, und u conſtant 


mu 714 —— 
genommen wird: 
_ [ee + Gl“ _ dt — +; J ———— 
v ap2 (5) 
3ufag s—. 
F. 314. Wenn man ferner berüdfichtiget, daß 


um=fq(dx— Pdy), 
“conflant und dx —= Pdy ift, und man feßt 


ap 
S[- ar[re _ ei zıy, | 
fo wird man erhalten: | | 
v= Vi() = (&): 
t=/p(dx-+Päy) 
genommen wird, fo findet man endlich 
a = /Vduf(u) + F (ti). 


Beyfpiel ı 


$. 315. Wenn P=a und R=sQ genommen wird, 
welche Function Q au von den Veränderlihen x und 
yfeyn mag, fo integrire man die Gleichung: 


TFT 


Da bir Pa if, wid pmı; ¶ — 1 und t=x+y 


und wenn nun 





d 
und u=x—ay; baher wird, wenn man (z ==v nimmt: 


— — 
— (up —— —— — 





Weil man alſo hat 


to u 
a , 


x = 








tt u 
r und y= 


fo erfcheint nah Subflitution diefer Werte Q ald eine Function von 


t und u, und wenn t als conftant betrachtet wird, fo wird man 
finden : 


— 215. — 
vo — /Qdu + 16 oder 


(% 2) en, 


md wenn man nun u als unveränderlich anſieht: 


—E ——— F@) 


Iufap ı. 
$. 316. Wenn Q == 2ab conſtant wird, fo wird der Gleichung 
d?z 2 d?z dz 2 ds 
u) (a) tr (E + ab (Z = 0 
olgendes Integrale entfprechen: | 
‚= edef(t) - Flo) = ete-ayf(x-tay) - F(x—ay), 


der 
z= edemın[f@tay) -Fl&@—ay)]. 
3 ufaß =. 
$. 317. Wenn Q = - = ift, fo wird der Gleichung 


@-: (+) +) 


adu __ saadu 


“’JQdu = z m? saal(t+ u) 


k, folgendes Integrale zugehören: 
—049) att᷑ 4 Flo) =stdtflt) + ufdtf(l)+-F (u), 
er, ed wird, wenn f(t) == I1/(t) gefeßt wird, feyn: 

Sat) = Tl) und | 
tdtf (t) 2td. N(t) St () — JA () IV) — IE), 


ſe z=(t-+u) W(t) — Tl) 4 F (u), oder 
z = 2xIl (x-t ay) — 7% Lay) * F&@— ay). 


Beyſpiel 2. 








$. 318. Sey 
P=- = 
| y: und n 








* a Zu Zu * 0 


zum 210 sm 


und man fepe Qem-, damit R = werde, fo ik: 

folgende Oleihung zu integriren: 

d2 7, d2z ı fde ı (de 
2-20) +10) -4@) => 

Da all 

t /p (dx +") und u=m)/gq (22) 


fo nehme man p=y und g—=-, damit t=xy und u_.- werde. 






Setzt man nım () — v und nimmt man u als conſtaue/ ſo er⸗ 
haͤlt man nach Zuſatz 1: 


1 X 
vw 6-3 it _gond 
— —— 


a! 


Es if aber tu— x? und daher x—= Vtu und y.—= 
ferner ax?y = 2tYtu, woraus man findet: 


— — — 





und weil u conſtant iſt: 
vıe!l-— — it, alfo 
ı_ 
\—t ?Uf (a), 


Wird nun t conflant genommen, fo wird man haben _ 


2 
26 ft u () + F(t), 
oder man fege — — = s, ſo daß s =— I wird, und man wird 
erhalten: 
z—=t fedsf() HF). 
Bey der Integration des Ausdruds Swdsf (s) ift s allein vers | 
änderlih, und wenn dad Integrale genommen ift, muß wieder t=xy 
und s = — gefegt werden. Übrigens ift Far, daß jede belichige 
Zunction von xy als particuläre Auflöfung gelten Fönne. 


zen 217 sum 


nal wagun] 32032 uoivjaꝝꝙ oↄiq qua 0] uoquiaiipla⸗a (2 


gun (> upuuuog 2q guq ’o) A gun x Yang u qun ı uoqpijaↄqupaↄq; uanou aa? ↄlajq unu auumloq uvꝛq 


. 2 + Gi 
EX 2) dd + (= -)u+ (= )u+ 


o= (Z)ed-2 + =) (= e) ds — (d +4) + () + = )@d- :4)+ 


9 - a Da - Eur 
III HDD DEN + NH rar 


suawgauuy maog 3quadjo) Bunpisyg arslun 

Qua 0) aqͥnjuia n qun 3 mapyaagupangg uanau ham? arg uvm mag ’zpvm uoymmlgaz 99j2]019 uvm una . 

Sun)eıdar | 
26u131268 WOLINGAKG u33quvasaBuv 2329 aJına sm 017026 
BIUG 919 311009 —— L's'’u ’d ’a usgeıg 230 an) uabunbuqo ; arg ‘yı nagaßaßs 
At + =: KEEP) gu — («eE) 
=-Ar.uarl DERSOESZE Pr) - 2)+( de — {,, 
' ung] man 214. una ıg a 
219 savd)ng 

















‘ 


(Z -) = (+09 (5) und m = (P—-0Q) ae), 
und hieraus geht hervor, daß diefe Veränderlichen auf folgende Art 
beftimmt werden: 
t=/p(dx+(P+Q)dy) und u = sgldx + PA) ' 
indem man p und q fo nimmt, daß diefe Ausdrüäde die Integration 
geitatten. Nun ift: 


(5) = + + LE )+@ IE) 
n) = e+9(E) + e+P [E)H& —8 
I694.)10 
Ga) +) -& 1). 
(>) = e-0&) + e-o[ EIG. 
+-[I- 


Hieraus findet man für die Formel (7 den Coefficienten 


m 19 ———— | 
1 
„| 





dtdu 


— 20’ (z =) (5 -) und für den Ausdrud F aber folgenden 
Coefficienten: 

[-e- IE erVrLG 2) 
endlich für das Glied den Coefficienten 


L-+2 7 —*— —00 
Es iſt aber (z rn) =p um (2) — q, Wenn man babe 

der Kürze wegen 

S-R(EP+Q + (=) - e-9(F4)= M 

und | | 

8 + R(P-Q)+ (224) - Ee+9 (7) = 

ſetzt, fo wird unfere aufzulöfende Gleichung feyn: 


] — 210 m 


o=V+T:+ nr (5) + nal) - — 4Q°pq er), 
oder um fie mit den oben $.294 und 295 dargeftellten Ausdrücken vers 
gleichen zu fühnen 


az __M- %) — N dz T v _ 0 
dtdu/ 4Qa\di/ 4Q°p — A@ra Aura’ 
und dieſe Gleichung kann, wenn man ferner Kurze wegen 





Mm N 
= KR — 8 L 
ſetzt, Pie Fällen — werden; in dem einen, wenn 
Fass 

= gpa T En (7) We sten ) = 78 

im andern aber, wenn - 
7 

BT DT (7) ne TEA Pa :) = zu 


‚it. Weil aber K und L dur) x und y gegeben werden, fo laſſen ſi ſ ch 
die e Forweln E 7) und (* ſo reduciren, daß 


(* 9 — + iv) und 
P+ dl 
G)= (5) 
wird, . Allein. wie die Integralien felbft in diefen Fällen gefucht werben 
mäffen , diefes ift fchon oben erflärt worden, und ed wäre daher übers 
flüffig, jene läfligen Rechnungen bier zu wiederholen; denn in einem 
jeden vorgelegten Balle wird fich die Auflöfung daraus entnehmen 
tafien. 0 
J Anmerkung 1. 


| 9. 320. Was dieſe Reduction der Ausdrüde betrifft, fo laͤßt ſich 
biefe auf folgende Weile ausführen. Da allgemein | 


dz = dx ( 9) 4 dy ds 
it, fo wird man aus den Bleichungen 
 dt=pde+p(P+Q)dy und du=gdx+g(P— Dar 
‚erhalten: 


gdt — pdu = ratdr oder dy — 


2Qpg 


zume DD) mEmB ' 


und 


ar — DVdt—pP+Q)du— — 2Qpgdx, 


do Pe+Ddu- gaP—_ de 
ıQpgq 
Durdy Subflitution diefer Werthe wird man finden :, 


e= [II IH) 


fo daß dz durch die Differenzialien dt und In ausgedrüdt wird. 
Wird demnach u Be alfo du = 0 genommen, fo findet men :: 


(=, —— 


wenn aber t conſtant, alfo dt = 0 > gefeot wird, ſo ergibt ſich 
12) —) _ (de 
n)= — 3Qq° dx 10% ) 
Anmerfung 2 | 
$. 321. Die in diefem Kapitel vorgetragene Methode beſteht alji 


darin, daß man derley Bleichungen durch Einführung der beyden neuen 
Veränderlichen t und u auf folgende Form zurüdführt: 


(0) +? (— )4*26 ) SSe, 


und wir haben im vorhergehenden Kapitel geſehen, in welchen Faͤllen 
dieſelben integrirt werden könne. In eben dieſen Faͤllen werden alfe 
auch alle Gleichungen, die ſich auf eine ſolche Form zurüdführen laſſen, 
bie Integration geftatten. Es gibt aber einen höchſt befonderen Fall 
bey diefer Form , in welchem fich die Integration ausführen läßt, und 
Daher entfteht von neuem eine unendliche Menge anderer Gleichungen, 
die fich eben darauf reduciren laſſen und die eben fo gut integrirt wer 
den Fönnen. Der Entwicdlung dieſes Falles wollen wir daher im fol 
genden Kapitel eine forgfältige Aufmerffamfeit widmen. 


oder 











"ER 


f 


x 


— 291 m 


Kapitel W. 
Andere, eigenthümliche Methode, ſolche Gleichungen zu integriren. 


v 


Aufgabe 5s 
(. 322. Wenn die vorgelegte Gleichung die 
Form vor 
d dz 
+ ()tmet+n (Z)t+metn(Z)tne=o, 
das vollfiändige Integrale derfelben zu befiimmen. 
| Auflöfung. 


Da Bier die beyden Veränderlichen x und y auf ganz gleiche Art 
in der Gleichung erfcheinen, fo fege man erfilich 


= en +B@+ red +ca+NIP@, 
+Dae+pirriu) +... 
wo um der leichtern Subſtitution willen zu bemerken iſt, daß, wenn 
v64)FG) 





geſetzt wird, 
. 6 = CH NM TFOHEHNFER,. 


(E)=rctn u 


div 
(5) re VCH FO + HEHN TR 
ſeyn werde. Nach gemachter Subftitution erben wir alfo folgende 


Gleichung erhalten: 


| = nA(x-+y)? f()+ nB(tyt' f(x) + nC&-tyt? f(1) .. 


+smlA mA +mB 
+IA—ı)A +am(A-+ı)B -amtA-+2)C 
AA +A+ı)B 
+@-+ı)AB +A+NIA+NE, 
wo de ganze Rechnung auf die Beſtimmung der Coefficienten A, B 
C, .. zurückgeführt wird; es war aber leicht vorauszuſehen, Daß, 


wenn F obige Form angenommen wird, die Potenzen von (x 4 y) 


— 72272 mE 


in den einzelnen Sliedern zum Vorſchein fommen werden. Cs of 


alfo feyn: 
n— 2m Fr —ı=o 


(ntemr tem tm HN)BL mA) Ame 
(dem 4m +43? +2)C+(m+r-tı)B=o. 
(d-sm? -Lbm +” +53 -+6)D-+- (m +r-2)C=o 

u. w. 
welche Beſtimmungen mit Hülfe der eriten 
nt 2m -?i? 1 =o 
bequemer auf folgende Art auögedrüdt werden: u 
.(m +4) A F— __@tHtHI F9E 


B=- mr Bam+si+g 

(m+i+ı)RB — (m -p. —5F 

C= — —— — — G—— 

a3(am-+ 2X 1) 6(am-+- ai +5) 

D-__a+4+9C | „_ _ a+HI+9C 

30m +al+ 3) 7am+al +6) 
E= — @+rıra»D u. ſ. f 


4(am + 21 + 3) 
woraus dad Geſetz für das Fortfchreiten der Eoefficienten erhellt, 
Aber wir erhalten für den Erponenten * einen doppelten Werth, 
nämlic) ’ | 
i=:—mtV:—- m -n-tm, | 
wo jeder diefer beyden Werthe für A genommen werden Fann. Hier ' 
find aber beſonders jene Fälle zu bemerfen, in welchen die angenom⸗ 
mene Reihe abbricht, und dieß gefchieht, ſo oft m Hr -k=o 
ift, wobey k jede beliebige ganze pofitive Zahl, die Nullen nicht aus: 
gefchlojfen, bezeichnet. Dieß ereignet fi) alfo, fo oft 
Hit VImoıtwoo 

ift, was nur dann möglich ift, wenn + —- m — nt m? ein Quadrat 
ift. Hat man aber eine foldye Reihe gefunden, fie mag abbrechen oder 
ohne Ende fortgehen, fo gibt ed noch eine andere Ähnliche Reihe füt 
die Sunctionen von y, Daher wird der Werth von z auf folgende Art 
ausgedrückt erhalten werden: 


z= ACH Ne) HFN] +BEtYHM + FO] 
+. Cat y)!F? [ro )+HFry] + Da-ty)Ir3[ru) + Frag) 
+ En HLRTHENON) + F “ J FOTO 


; — 225 
4 uud da bier zwey willfürliche Functionen erfcheinen, fo ift dieß ein 
. ſicheres Zeichen, daß dieſe Formel das vollſtaͤndige Integrale der vor⸗ 


De Gleichung ift. 


3ufag . 
. 323. Wenn A=— m, alſo n—-mtme o oder 
nem m? — m iſt, fo wird das Integrale aus einem einzigen Gliede 
beftehen, weil B=o ift, und das Integrale wird feyn: 


z=Ak+ re +HFO)) 


Zuſatz = | 
9. 324. Das Integrale wird aber zwey Glieder enthalten, wenn 
A — m—ı odeen=m—m—2=(m-ı) (m—2) if, 
- dann wird B=— !A, und da8 Integrale wird feyn: 


 z=elet ne FE +FO] —!a+n-"o)+FO)} 


-3ufag 3. 
F. 325. Das Integrale wird aus drey Gliedern beſtehen, wenn 
= —m—z oder n=(m-+2) (m — 3) iſt, dann wird man 


haben : 


B=—-:iwCc=-—B=H+zi 
dad Integrale aber iſt 
'ı= rn [f(x) Fol —: «+ [f@&) + F’O)] 
47*0 [ir )+F”OG)]. 
Zuſatz 4 | 
$. 326, Aus vier Oliedern aber wird das Integrale beftehen, 
wenn ?= —m—3 oder n=(m-+-3) (m — 4) ift; in diefem 
Zalle wird ſeyn: | 
B=—:4; C=—:B=+t A; De— ıC0=-— 
und das Integrale ift: 
seat) HFON] ct [e (<) +F’ O1 
+ (+7) = [Pr +F”’G)) — at) [fr +Fr)]. 
- Anmerfung. 


F. 327. Wenn wir allgemein A -m=—k feten, fo wird 
n— (m +k) (m — k— ı) feyn; dann aber ift 


A, 











. (k— ı) —3Gk— 3) 2 gak-ly 
und daher wird, wenn wir alle Eoefficienten auf den erften wurächfüßem: Ä 
— _ı1: c— _ lo) _ a). 
B=—-;A; C= 2.2(3k— ı) 4; De 2.2.2.8(3k—ı) * 
..+dk—3)(k—3) . — (k— 3) k—4) 
E= 2.2.2.3. 4 (ık — a3, r= 20. 3. 4.5 (ak — 


u. ſ. w., welche Werthe ſich ſo verhalten: 


1 
2 
ı 
2 
1 
a 
1 
2 
1 
a 
1 
a 


a] Sir lo &|e 





und fo wird der Gleichung 

d? z mt mt), _ 
dxdy +55 tn FT = 
volliländiges Integrale folgendes feyn: 


= +E+Mm[lQ+HFO] 
7 kr PO HFO] 


k(k— 1) 


+ a an EHN Tr [fe FIM 


k(k—ı) (k— a) 
- SE ak. 30h ak (x+-y)-m-ut3 [fr (x) + F’#(y)] 


k(k— ı) (— 2) K-3) 
+ 2k.2(2k—1)3.(uk—2).4(2k—3) J [f'Y(x)--F'%(y)] 


k(k — 1) (k — 2) (k —3)(k— m 
— ak.a(ak-1).5(2k-2).4(2&k-3). kn 4) “ [YR)+-FY)) 








u — 225 — 


— — 


welcher Ausdruck eine endliche Anzahl von Gliedern hat, fo oft k eine 
ganze pofitive Zahl bezeichnet, im entgegengefegten Falle aber geht 
derſelbe ohne Ende fort. Diefe Integration hat aber befonders das 
Eigenthümliche, daß fie nicht allein die willfürlichen Sunctionen f (x) 
und Fly), fondern auch die Differenzialformeln derfelben in das Res 
fultat einführt. | 


Beyfpiel 
| 6. 328. Wenn die Dreiaung 
d?r m de 
3) +75 (G a) +56 „)=° 
gegeben ift, die Fälle zu beftiimmen, in welchen fid 
das Integrale derfelben durch einen endlihen Aus— 
druck dDarftellen läßt. 

Dahiern—=(m+k) (m — k—ı)=o ift, fo wird man, 
wenn man für k ganze pofitive Zahlen nimmt, zweyerley Källe erhalten, 
in welchen die Sutegration gelingt; je nachdem nämlicdy entweder 
m=—koverm=k-+ ı il, fo daß im Allgemeinen die Intes 
gration mittelft endlicher Größen bewerfftelligt wird, fo oft m eine 
ganze pofitive oder negative Zahl bezeichnet. Wir werden alfo zuerft 
für m = — k erhalten: 


s=ı(() +F()) — — 4 (6) +F) 
— + (le) + Fe) 


?3k (ak — ı) J 
— „Fauna (x + y)? (fu (x) + Fu ) 


sk(2ak — 1) (ak — >) 


‚skdk—-ı )k—:)(k—3) 
+ 7 ak (.k—1)(2k—2) (3k+-3) (x +-y)* (£!V (x) + F!V(y)). 
Zerner wird man für m=k-- ı finden: 


Ha O+HFO) - EHNLOHFO) 
+: — (< + yJ? (fs) + Fury) 


ak (ak — 
i k(k — ı) * — 
PT akak—ı) (ak 56 x4 (( 


kK(k— 1) k— « 
* * * ana —3) (+7 J(FVS)--FYCy )) 


. ꝛe. 
Euler's Integralrechnung. III. Bd. 15 


— IQ) mm 


man erhält nämlidy in beyden Fällen denfelben Auodruck, welchem im 
erften Falle die Bröße z, im legtern aber die Größe (x 4- yJrttız 
gleich if. Um nun diefe einzelnen Faͤlle beflimmter zu entwideln, 
feßen wir: 
A=(fo) Fi) 
B EG) FGOOD - ) eo +FO) 
C E6) +FY - ) li) FM) 
+73 &+tn? @@ + Fu) 

Dee +FN)-!aHN eo + FO) 

| +7 EN RO + Fu 


5, ty) (Bu) +Fug) 


26. 





oder wenn Kürze halber 
A=f)+-F(N; 
B- E-5) (oO - F.OVʒ 
E= («+ y (7 + FG); 
D=ak-+y) Un + FG); 
E= (at Yo + FIG); 
ꝛe. 


geſetzt wird, ſo ſey 


A=NX 
B=-i1—.:8 
3 
2 1 
3 3 1 
u 6 
E=4-58+,C- arte 
— _5 10 _ 10 1 
2 Fig 10.9.8 J 75 
tn a tan E, 





22.11, Er 


— a. rt 


%. 


12.11. 587 
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Siub diefe Werthe gefunden, fo wird man für beyde Gattungen 
„ von Fällen folgendes Schema erhalten: 


wenn m=o ift, fo wird s=Alw.m=ı ifl,fowird(x4+-y) z=A 


» m=—ı » z—=B >» m=3 » («+y)’z=B 
» mm —2 » z—=C» m=3 » (x+y)’z=C 
» m=—3 » z—D» m=4 v (<s+y)’z=D 
» m=—ı4 » z=E»m=5 >» (sty)z=E 
» m=—5 » z—=Fovm=h » (x+y)''z=F 
» m=—6hb ’ 2—G|» m=7 » (x+y)'’z=G 
ꝛc. re. 
Anmerkung. 

F. 329. Wenn für k eine negative Zahl genommen wird, fo 
fchreitet der Ausdrud ohne Ende fort; denn 8 fyk—=—k, fo 
wird man aus der erſten Formel mhk’ erhalten, und daher 

W(W L (L- | 
43 —) HD D-tic 








® ab’(ak’ +1) © ok@W+ı) ak’ 2) 
Für denfelben Fall aber, wo m — K’ it, gibt der zweyte Aus⸗ 
druck, wegen k—=l’— ı: | 


ko — 1) ——-2) 
(«-+-y)" 2*A- 28 36 


—* W— 3) (k—3) 

Tal =s) Ara) (2k’— 4) Or... 
allein diefe Ausdrücke find nicht fo anzufehen, ald wären fie einander 
abfolut gleich, denn in dem einen werden Die Sunctionen f(x) und 
F(y) andere Formen erhalten, fo daß demungeachtet beyde gleich gut 
Genüge Teiften. In dem alle, woW’=:, ftimmen zwar beyde Aus- 
drücke vollfommen überein, wir wollen aber K’=o fepen, fo daß der 


erſtere 
A6) HF) 
gibt, der letztere aber | 
— =41-,8 430-5 DD tree —-. 


Damit nun die Übereinflimmung diefer beyden Ausdrücke indie 

| Augen falle, ‚fey in dieſem Tegtern | 
f(x) = ax’ und Foy)=by’,; 

"und man wird erhalten 





15 * 


— 098 mmmE- 


A — ax byr; Bm—=(x-+y) (3ax --aby); 
CE) dax+ab); D=(z+y)P6s;- 
die übrigen Theile aber verfchwinden. Wir werden Demnach and dem 
legtern Ausdrucke finden: 
z=(x+y) (ar by?) — Gax-p aby) 
+s@+y)' Gar+b) - sa+Y 
und die Entwifelung hiervon gibt: | 
zaxt — zayt - ;bx’ + :by”° =z, 
welche Form auch in dem erfien Ausdrucke 2 f(x) 4. F ()) enthalten 
iſt. Die uͤbereinſtimmung jener beyden allgemeinen Formeln iſt alſo 
um ſo merkwürdiger. 





Aufgabe 53. 


$. 330. Die Fälle aufzsufinden, in welden die alt 
gemeine Gleichung 


(lan) +sl)areme 


auf die vorhergehende Form neüdgeführt, und Daher 
in eben dieſen Fällen integrirt werden fann. | 





| Auflöfung. 
Führt man die beyden neuen Veränderlichen t und u ein, damit 


die Reduction fo wie im $. 319 angewendet werden fann, fo findet 
man, weil P=o und V=o if: 


= Sp(dx-+-Qdy) nd u (dx — Qdy), 


und wenn wir zur Abkürzung der Rechnung 
“ran (rg li 
— s — _ (2 
ES (tr 


fegen, jo wird die Gleichung zum Vorſchein tommen 


— — ) (* ) IT “oo. 


welche wir alfo auf folgende Form bringen müffen: 


tr +2 (z toaymgemu 


— 229 — 

Wir haben ſchon fruͤher die Faͤlle angegeben, in welchen hier die 
Integrabilitaͤt Statt findet; fo oft naͤmlich = (m+k)(m—k— ı) 
ft, wobey k irgend eine ganze yofitive Zahl bezeichnet, felbft die o 
icht ausgefchloffen. Zu diefem Zwede muß alfo 

— Z4mP%g, nn _4m®p _ —_4nQpa 
gu Ne WM TE 
yn. Weil man aber hier die Sntegrabiikät der Ausdrücde t und u. 


rücfichtigen muß, fo wollen wir Q = ir = 


p=arl(x) nd q=br/(s), 
wird man erhalten: 
t aæ* (5) Faso) und u — bæ (x) — bay); 
iher wird | | | 
M—-N=2»25+4 20 (7 —_ _imarbdre 


fegen, und es fey: 


t-ru 
nd | 
_N- 4Q 4m (a — b) Q?r’() 
n-N=a4tıl,)= In 
ſo 
2m (a — b) sm(@—b)Qr() _ dQ 
n — 2 Ve) (7) 
’ __|— 4m (a+b) Q?r’(x) do 
s- Tre (2) und 
T __ — 4nabQ* ["’ (x)? __ — Anab [$’(y)]2, 
nn (+ uw — Tat ° 
IQ= un Fiſt, demnach erhaͤlt man: 
0 _"N dQ\ _r”@ PISE2N) 
in) 276 und (32 Fr) —5* und 


) )-b) 0)3 
ſo werden wir finden: 
ım@a-b#G) _*O) 








R= — 55 und 
S __—2m(a-+-b) r’ (x) 2” (x) 
@ tu a’(x) 


Um nun unfere Gleihung auf eine einfachere Form zu bringen, 
haben wir vorzüglich. zwey Zälle zu betrachten, in deren einem 
= a, in dem andern aber b= — a if. Im erfteren alle if 


zn 030 u - an 

t + u — 22* (x), und unfere Gleichung wird dann feyn: 

#(y) d2e ®” (5) 
7 Il 5) -* Ri nl) + 
o’ (y) r’' (x) — amr’ (x) (2) - %°(y) 

ol (— (%) r (2) [ee (#) =. 
Im andern Falle dagegen, in welhen b= — a ift, wird 
t—-u=32aÖ5(y) und 


de\ __(E(y\? (der amd’(y) 2° (y) G 
2) + I vo] ) 
SM: Rn") (dr 2) | 
+ (70) Fo )+® 01 ia 
welche zwey Gleichungen in jenen Zällen, in welchen 
n=(m+k) (m—k— 1) 
ift, die Integration geftatten. 




















3ufaß ı. 

$. 331. Die zulegt gefundenen Gleichungen find bloß dadurch 

von einander verfchieden, daß die beyden Weränderlichen x und y mit 
einander perwechfelt werden, und daher ift es hinreichend, nur eine 


einzige diefer Gleichungen zu betrachten. Die erftere aber wird trand« 
formirt, wenn man 


t=x(s) 4 8 (y) nd um=xr(s) — Sy) 
fest, die Teßtere dagegen, indem man 
t=z(x) 80) um ao). 
nimmt. | 
3ufaß 2. 


$. 332. Diefe Gleichungen Iaffen ſich auch‘ in folgender deutli: 
cheren Form darftellen, und zivar die erftere 


— — d? z N ( ) 
[F(y)] =) — [ro] 7 ermifr: =) [®(y)P \ay u 


q' (x) — 
* 6)) = r' on] 2) RoRr Or “— 
und die letztere 


— EER nn) _ ( 4 BE 5) 
[P’(y))2\dy? [a] \dx2 — (y) we O9) 

a’ "a 
+ — [r’ (x))’ 2) + (? ar: = ie 


— — —— — — 


Erſter Fall. 


$ 333. Segen wir (x) —=a und 2 G)=b, fo wird 
z(s)—=ax und S(y)—by, dann aber zU(x)==0 und SU(y)=o, 


"md daher ergibt fi u der erftere Ausdruck 


sur 


. an 


a er 


ı fd?z am /dz n 
4) 2(E)-% nn) a5 »=0, 
welcher ſich auf die oben aufgelöfte Formel zurückführen laͤßt, indem 


‚t=ar by und u=sar— by 


feßt. Die Ieptere som aber ift: 


1 d?z dz .n 
7 59) — a2 (72) +- -() + b2 y2 2 = 0, 


‚und dieſe bringt man auf die oben aufgelöfe Form zurüd, indem man 


t=sax+-by und u — by — ax 
ſebt; beyde Formeln aber find integrabel, in dem Falle, wenn 
= (m+bl) (m—k-ı); 


denn bat man diefelben auf die Variablen t und u zurüd'geführt, o 


man die Gleichung 


* :) +7 (Z + (2) Hg: 0. 


Zuſatz 1. 
§. 334. Wenn n 0 genommen wird, ſo ſind die beyden 
Oleichungen 


— 
T \dx 
— * 2m 
— iv —— Oo 
dy? er 


integrabel, fo oft m eine ganze Zahl und babe am eine gerade Zahl 


bezeichnet. 


zu 1 ab 2 

F. 335. Dieß find alfo die Gleichungen, welche wegen ihrer - 
Einfachheit merfwürdig find, nur aus drey Gliedern beftehen, und in 
unzähligen Fällen die Integration geftatten. Das Integrale aber läßt 


ſich in jedem Salle leicht nach 9.328 beflimmen, wenn man dafelbft 


ſtatt x und y nur die Weränderlichen t und u ſchreibt. 


gung 0532) ya 


3wenter Hall. 


$. 336. Sey x’(z) = as und DHly) = b, fo wird mm 
erhalten: 


æ (x) = 





at md sy) by, 
ferner | 
zU(x) = nax!" und DSU(y)=o, 
und daher erhatt man für die erſtere Form: 
(7 d?z „.Eame — am dz n(phı)?, 0 J 
ar 12 54 a2 art d 1) a?x 24-2 
welcher fich auf die oben aufgelöfte Formel reducirt, wenn man | 
1 1 _ 
a at + by ww u= 








ax®t! _ by 


t = 








1 
et ı 
fegt. Die zweyte Formel aber gebt über in 

1 d?z 
b: (7 * aꝛxꝰ 6* 2 + 36 1) tere en 
und bier wird die Reduction bewerfflelligt, wenn | 


axt! Lby md u—mby — 





t — 








ars at! 
genommen wird. Diefe beyden Gleichungen Iaffen fich integeiren, fo 
oftn=(m+k) (m— k— ı) if. 
3ufaß ı. 
$. 337. Die erftere Formel biethet einen höchft merkwürdigen 
Sall dar, wenn m= 
dann wird 





k . 
— und no genommen wird ; denn 


Pyn d?z d?z 
dy2 ds2/' 


welche Gleichung integrabel ift, fo oft - 
negative Zahl m wird. 





„ eine ganze pofitive oder 


Zuſa J 2. 
$.338. Oder wenn „= > — 





iſt, ſo wird ſich die Gleichung 


F *65 (=) oder | 





zu 233 — 


un. d?s ——— een 
oo. @ dı: .J 
integriren laffen, fo oft m eine ganze pofitive oder negative Größe be» 
keicheet, und man erhaͤlt die Reduction, wenn 


t — (m ı) axım-ı + by und 


— — (am — ı) aw=-ı — by 2 


22 


ei wird. 
Dritter Fall. 
« $. 339. en * (x) = ax und &(y) = by’, fo erhält man 


*) 





nn r a,etı und 6 (y) — sırbr pri; 
dann aber wird 


Tau) = pas! und Bu) =rbyT. 
. Daher gibt die J— Form 





1 d?s d?z | , 
pe yꝰ⸗ 7) — —r 1=) — b2y * (6 

| ! Hamm (de =) ne + ' 

z = 0 

r ET ' 


welche Gleichung reducirt wird, indem man 








tt rt ud 





um 


1 1 2641 
1 art! .» +1 by 
fest. Die letztere Seren ai aber gibt: 


1 d2z _ a amy —- 2m — 9» dz 
b2y?r dy2/ aꝛ 2 * J a1 dy | 
ı Je. n 0 n0-+»? R, 
= Geh 2) b2 y»r2 m 


und dieſe Steigung m reducirt man durch die, Subftitution 
„axtt! + FT by Hr und 





— 0934 — 


oder da hier geß dad Verhaͤltniß zwiſchen a und b in Rechnung u 
bringen ift, kann man für die erftere Form ſetzen: 
— 1,1 e+»b ‚Fr 
’ T36F94’ und 
a (+) b 
= zart 10 +ı)a r, 
damit t--u=x"t! werde, um fo den Integralausdruck in einer 
einfacheren Form zu erhalten. 
Zufaß ı. | 
$. 340. Wenn man in dem erfleren Ausdeude a = * — 


febt, fo wird derfelbe um ein Glied kürzer, und man wird erhalte: 


1 d?z 1 u d?z , 2) 
pꝛ yꝰ⸗ 5) = * d« byPt! dy/ 


a 
ya! 8 1] 0% 











n 
— (sm — 1)222 
Man febe a== b und nehme aud) = Damit man 
erhalte: 
4m sm tı 
— fz — für au, fir 
J (= — * = (2 + am —ı7 dy. 


zei ung, . 











(dm — ı% 
Zuſatz = 
$. 341. Man nehme ferner in dem erſten Ausdrude vg, 
aber za — am» — 2m — u oder mn — 7 damit man 


erhalte: 
1 da ⸗ 1 d?z ß dz 
(a) — Er 12) Tagen 5) 
— (64 ) - abet _ 0, 
ur — 'a? ah 


welche Sleichung integrabel ift, fo oft 
__ be+re+Y9Ule+tnk+ı] 
* G oder 


(kl 


— 155 —— 


Anmerkung. 


G. 342. Es biethet ſich uns hier alſo eine ſehr große Menge von 
ſehr ſchoͤnen Gleichungen dar, welche man mit Hülfe der hier vorge⸗ 


tragenen Methode integriren kann. Hier find vorzüglich zwey Bälle 


unferer Aufmerffamfeit würdig, wovon der eine 


d2z = (de z 
— — 7 * 
dy? 


file die Beſtimmung der Bewegung der Saiten von ungleiher Dide 


aufgefunden worden ift, der andere aber, welcher in der Gleichung 


a? f/d2z am /dz 
“ ( 17) — (G a) 7 (%) -o 
enthalten ift, deßhalb merfwürdig if, wei man in der Rechnung für 
die Fortpflanzung des Schalles auf eine ſolche Form ftößt. Diele bey⸗ 


- den Bleichungen verdienen es alfo vorzugsweife, daß wir für die Fälle 


. der Integrabilität die Integralien wirklich darftellen. 


Aufgabe 54. 
$. 343. Sey die Differensiatgleihung 


a d?z ee dz 0 
(=) - =) — % dx; * 


gegeben; man ſoll für die Fälle, in weldhen m eine 


ganze pofitive oder negative Zahl ift, das vortnem 


dige Integrale derfelben auffinden 
Aufldfun 6. 
Macht man die-Subflitution 
b_. 
124435 ud — 2x — 77- 


ip nimmt unfere Gleichung folgende Form an: 


) J Fr) *. 


Da alſo t-u—=x iſt, fo werden, wenn wir 


Br (=) + F (52°) 
8 = [er (Sr) 4r (SZ) 


zum 236 XX 


ee [et Hr] 


Dax Kae tt + ru(zr)] | 
G-x [re —* 4 — * br) 
sr [pr (=) +4 (22)] 


ꝛc. 
fegen, die integrabeln Kalle, und zwar erſtens für die negativen Bert 
von m, auf folgende Weife fich darftellen: 


für m = 0 wird z = 4 
onm=—ı — —A— —B 





2 a 
:»3» ma — 3 » 8 A — 7 B47538 


m=— 3 ERBE 42 
.-—— -=1-58457z8 mt 
+ 37,58 

ın=-5 » 1=1- 84 0-02 
Haan Enge 


dann aber erhält man für die pofitiven Werthe von m: 
frm=ı; xz=N 
» m=23; tz =A—:% 


»m=3; Wa=X4 84,58€ 


» m=4; and tntngig® 








» m; mA B 4 7 e- 77%? 
1 
T37.05° 
» m==6; — 
.9 10.9.8 
5 1 
A5 10.9.8.7.68 


— 225 m 












er Ausdruck eine enbliche Anzahl von Gliedern hat, fo oft k eine 
je pofitive Zahl bezeichnet, im entgegengefeßten Falle aber geht 
ohne Ende fort. Diefe Integration hat aber befonders das 

tbümliche, daß fie nicht allein die willfürlichen Sunctionen f (x) 
BD Fly), fondern auch die Differenzialformeln derfelben in das Re⸗ 
Bat einführt. 

Beyfpiel 

"6. 3328. Wenn die Sleihung 


(=) +7 2) tr „)=° 


heben ift, die Fälle zu beftimmen, in welden fi 
Integrale derfelben durch einen endliden Aus— 
# darjtellen läßt. 

Da hier — (n p ) (m — k— ı)=o iſt, ſo wird man, 
man für k ganze pofitive Zahlen nimmt, zweyerley Faͤlle erhalten, 
; welhen die Zutegration gelingt; je nachdem nämlich entweder 
=—kodeerm=k-4 ı il, fo daß im Allgemeinen die Intes 
ion mittelſt endlicher Größen bewerfftelligt wird, fo oft m eine 
pofitive oder negative Zahl bezeichnet. Wir werden alfo zuerit 
m=—k erhalten: 


ala) HFO)- EN EO+FON) 
+ * su — ETV (le) + Fur) 


} 
. k (k — * — 2) 
— nenn (x + y)° (fa) + —8 


kk—-ı)dk-2)dk—3 
+ ) (fvG)FIGV. 


Ferner wird man für mok + ı finden: 


nes =ı (O+HFO) 0[ 


k(k— ı) 


| +: Shakn (x + y)? (/() + F”(y)) 


k(k— ı)(k — 53) . 
Skak-ı) Gh) (x+y)° (f(x) + F/%(y)) 


„ k(k— 1) (k— 3) (k— 3) , 
+ ak (ak—ı)(2k—2)(2k—3) (+7 ) (VER) (y )) 
- 1C. 
Euter’s Integralrechnung. 11. 8». . 15 





\ 
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t am — 1 b d 
=; Tam— na’ un 


b 
a(am — 1) a 
wird, ſo erhaͤlt unſere Gleichung ſolgende Form: | 
d?z m dz 
G)+r(z :) +7 2) 
und bierbey ift 


um ixm-ı 4 


tu= mr, 
Man fee alſo 


KO HEO 8 ** [ed + Fila] h 


C —ã— ſf/e⸗ () 4 Fu (u)]; D= — ſfct) 4-F(e)] 
s_ 


E = van [YO + FI]; Ge anni LE’) + FF) 


ꝛc. 


Wir wollen nun zuerft jene Faͤlle durchgehen, in welchen ber Werth der 
Groͤße m von Null an durch die negativen Zahlen abnehmend fortſchreitet. 
I. Sey m= 0, fo wird der hung 


d?z 
15) = = (75) 
folgendes Integrale entfprechen : 
' b j b 
=t(ix+ Zr) +F(is- Zr). 
1. Sey m — ı, fo wird, weil 


z b z 
t=;2 +7 und u=!Y — 


ift, der Gleichung _ 
J 
| (7) =: ) 


nachſtehendes Integrale sufommen: 
z=f() 4 F(G) — 2x (fd + FW). 


II. Sey m= — 2, fo wird wegen 


y 


X 


t= 15 + ——y und um: — 





. me 250 — 


3) =) 


Agende Gleichung zum Integrale baben: : 


== f(t)- F(u — : x5 (f’ 0) + F’(o)) + 73 x (£/4(y--F’(o)). 
IV. Sey m=— 3, fo wird wegen 


e Gleichung 


— 4o0y und aid A 


148 
as Integrale der Gleichung 


)=E (ie) 
olgendes feyn: 


=f(t)+F(w—; >. e () ve +2 Fr x’ (ey + F% (u)) 
* 7* (U (1) 4 Fu (0). . 





V. Wenn m = — 4 iſt, alfo 


y, 


ir 47 und vi ————— Ba 

jo wird der Gleichung 

d?:z bh? 2a d?z 

—5) (iM 

Integrale folgendes feyn: 

s=f() -F() — : > (fr (y-+F’(u)) + * x> (fu) -+F” (a) 
— Wu + Fur) + a5 (IN + FYi) 


und fo ferner. 


Für den andern Fall aber, in welchem m pofitive Werthe hat, 
werden fich die Zategralien auf folgende zweiſe ausdrüden laſſen: 


I. Sey m= ı oder 5) —8* (72) ‚, fo wird, weil 





teir'— 2 und ei 


it, das Integrale feyn: 
x 'z =f(i) + F(u) dr zux en + F (0). 


— 200 ——— 


U, Sey m=3, oder 5) == (u ‚ fo erhält man 
wegen 
—_ ı — 4 b 
tm !x io md u=:!x ’+z 
zum Integrale: 
z=x(f() + F (u)) — 15: wo. + F’ (u)). 


II, ®enn m=3 ift, oder —* = — a Ä 
weil p 
t 57—- — y md u=;x + _y 


ift, dad Integrale folgender Ausdrud ſeyn: 
z=x(f(t)--F(u)) — * (f(t 4FAG) + 5 v cfcij Fu (u). 


IV. Füur m=4, oder =) => x” (=) entſpricht 
wegen 

t 2X 
folgendes Integrale: 
= x (OF) gr (FW ar (Eid +F’) 


E 
7 


b re 
7727 und u — 71 4755 





7* (fu (t) + ru (u)). 


V. Iſt m— 5 oder ji =) _w F (7 ‚ fo wird, weil 


d y? a? dx? 

ift, der Ausdrud 

z=x(f(J)+F (u)) — 5 ur (f(t) + F’(u)) + ee 2 u (+ F“(a)) 
— * x9 (far (t) + F (u)) 4 


das Integrale ſeyn, u. ſ. w.; und daher iſt das Geſetz, nach welchem 
man dieſe Ausdrüde weiter fortſetzen kann, für ſich klar. 





Anmerfung ı. 
$. 346. Diefe Fälle der Integrabilität ſtimmen mit jenen über 
ein, welche in der fogenannten Riccati’fchen Gleichung vorfommen. 
Wir haben nämlich gefehen, daß fich die Gleichung | 


87 5 x° (VA) + FiVo) | 


„um 21 — 
— im 
| dy + yPdx = axn -ıdx 
:griren lafle, fo oft m eine ganze pofitive oder negative Zahl be- 
het ; diefe Sleichung aber ift mit unferer Formel auf eine verfteckte 
ife verfnüpft, welches auf folgende Art gezeigt werden “ann. 
nn Die allgemeine (er 
d? z 
-x (2) =) 


gelegt iſt, fo | man 7 Behufe der Auffindung particulaͤrer 
tegralien z= eNy, fo daß v bloß eine Function von x bezeichnet, 
» man wird erhalten: | 

dz dv d?z d?v 


— 1 = et) _ __\ 02Y . 
dx dx und ds? e dı2’ —8* 


in aber iſt (0) 24 e@Yy, und daher findet man die Gleichung 








Xd?v 
dx: ° 
Seht man in diefe ferner v = e/rir, fo erhält man 


adı = dp 4 p?dx, 





aty — 


In X. 
dm 
wenn X= Axımn-ı iz wie in unferem Falle, fo gebt diefe 
ichung über in: 


— Am 

dp 4 prdx axm-ıdz. 
j Es läßt fid) daher nicht ohne Geund erwarten, daß beyde Glei⸗ 
ngen in eben denfelben Sällen die Integrabilität beſitzen. Indeſſen 
t dennoch der merkwürdige Umitand ein, daß der Zall, in welchem 
= 009, und der in der Riccati’fchen Formel der leichteite ift, in 
erer Sleichung keineswegs die Integration zulaͤßt. Man erhaͤlt 
ulich die Gleichung | 


(=) 
m Reduction nach der oben s 330 1 Methode nicht ges 
te Denn weil 


=, R=o,S=o und T= 


uler's Integralrechnung. II. Vd. 16 


ift, fo fegt man für die neuen Veränderlichen | 
= /p (4 +2) und u=/q (ax y 





und daber ergibt fi) wegen M = = —=N folgende Gleichung: 


d?z 1 — 
a) (Hz :) — 4px 2) = 0, 


welche, wenn man 


nimmt, fo daß 


b 
t=1lx+< und J 


(6)— 6 u er ) -. 


deren Integration fich nicht abfehen Täßt. 


übergeht in 


Anmerfung 2 


9. 347. Won der Gleichung (7) = x? — aber offen 
fi) unzählige particuläre Integralien angeben, welche in der Form 


2 Axeb)] enthalten find. Denn da bier 
d dz 
>) = nAxNetY und (£) = AAyl-1epy 
ift, fo wird man baten: 
nAxkebY = Ar — ı) Axlety, Mo a = vyalı — 1), 


und daher wird man für jeden für A angenommenen Werth gwey 
Werthe für „ erhalten, fo daß man findet: 


z = Axke/VAld-ı) + Bxle-YViA-ı), 
und fo kann man die Anzahl diefer Glieder durch die Veränderung von 
* ind Unendliche vervielfaltigen. Indeſſen Taffen ſich dennoch diefe ein 
zelnen Glieder noch allgemeiner darftellen; denn wird z — xAePYy 
geſetzt, fo wollen wir fehen, ob v nothwendig conftant feyn muß. 


Es ift aber 
rer ter) m 


— 7/5 — 


de I— 
dr m AX er + xAery co 


ıd daher gibt unfere Sleihung, wenn fie durch xteFY dividirt wird: 


— RN Hertel) 


Man fege, wie früher, a" —=1 Rn ı)undedfey v=alx--Py, 
- wird man erhalten: 


aßy = 2a —a oder 


nd daher wird jeded aus ber Zahl A entfprungene Glied folgende 
orm haben: 


— — —— „MID, „an ) 
+ er ıVia-n) (8 — ——— 1x + r)]- 


Wie man auch fowohl den Erponenten A ald auch die Größen 
„A, B, 3 verändern mag, fo können unzählige foldhe Glieder 
bildet werden, welche, in einen Ausdrud zufammengenommen, als 
E vollftändige Werth der Function z anzufehen find. Ja man kann 
gar imaginäre Ausdrücde für A fegen, denn nimmt man 


r=atrby-ı, fo wird 
p=p+ ıqV—n 





d hierbey if: | | 
p— qꝛ a? — a — b wm 
pꝛ 4 4 2V 22 4b 


nn aber ift 


iu x (cos, blx + V-ı sin. bix) und 
eP) = ePY (cos, qy + v—ı sin, qy)ı 
d hieraus ergibt fi) der reelle Ausdrud: 
A cos.(blx +qy)-+B(aplx + (2.—1)y) cos. (bix-+qy) 
—B(2qlx + aby)sin.(blx + qy) 
=x’ e Y sin. (bix + qy)—+ 8 (2plx 4 (2a—ı) y) sin. (blx - qy) 
| +B(aqlx + 2by) cos. (blx-+-qy) 
‚ die Größen a und b nad) Belieben angenommen werden fönnen, 


durch ſich zugleich die Werthe von p und q ergeben. Wenn wir 
, 16 LE 


— 





— 1, — 


oder da hier Bloß dad Verhältniß zwifchen a und b in Rechnung gu 
bringen it, fann man für die erftere Form fegen: 
— ꝓ-ä 
t X und 
— (e + ı) b _ 
u—;artt — + ı)a tr, 
damit t-u—= xt? werde, um fo den Integralausdrud® in einer 
einfacheren Sorm zu erhalten. 
Zuſatz ı. | 
$. 340. Wenn man in dem erfleren Auddrude m =— — 


febt, fo wird ve ‚m ein Glied kürzer, und man wird erhalte: 














d?z ) ds 
me 167) Bar Seel Cr Bude ut 9 
n *— 
— —757* „mo 
Man fege am b und nehme auch » = * —, Damit man 
erhalte: 
Ze san 22 — fd?z am -i. de 
? * 5* * (ee — dy. 
n — 
— 5 X zZ = 0 
Zuſatz a. 
$. 341. Man nehme ferner in dem erften Ausdrude vg, 





aber zn — amp — am = — a ddr m= 
ethalle 


u) a) — er (ir) 
b2y 2 3 * dı? b2y 22-1 


act, _ 
—— (ie :) - 'a? art = 0 


welche Gleichung integrabel ift, fo oft 
__ beb+te+Y)Hle+nk+ ı] 
Bug e+ oder 


(tn) © 


ed damit man 
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Anmerkung. 
6. 342. Es biethet ſich uns hier alſo eine ſehr große Menge von 
ſehr Schönen Sleichungen dar, welche man mit Hülfe der hier vorges 
‚tragenen Methode integriren kann. Hier find vorzüglich zwey Sälle 
unferer Aufmerkfamfeit würdig, wovon der eine 


d2z b? — d?z 
a) 


- fie die Beftimmung der Bewegung der Saiten von ungleicher Dide 
eafgefunden m worden ift, der andere aber, welcher in der Gleihung 


d?z am /dz 
8 )-(#)-7@)-° 

enthalten * —* merkwürdig iſt, weil man in der Rechnung fuͤr 
die Fortpflanzung des Schalles auf eine ſolche Form ſtoͤßt. Dieſe bey⸗ 


den Gleichungen verdienen es alſo vorzugsweiſe, daß wir für die Bälle 
. der Integrabilität die Sntegralien wirklich darftellen. 





Aufgabe 54. 
$. 348. Sey die Differentialsteigung 
a d? z d?z dz - 
(5) — (= =) — dx: * 0 
gegeben; man ſoll für die Sälle, in welchen m eine 


ganze pofitive oder negative Zahl it, das vollſtau— 
dige Integrale derſelben auffinden. 


Aufldfung. 
Macht man die-Subftitution 
b b 
t=!c+ —y ud Bm. 7 | + 


ip nimmt unfere Gleichung folgende Form an: 


5 4 (7 aa) 


Da alſo t Pu — x if, fo werden, wenn wir 
of SF) Hr er) 


ek Ar] 





dann aber erhält man für die pofitiven Werthe von m’ 


fr mm ı; 
»n=3; 


»m=3; 


z=l, 
ız—=-14—:8 


2 2 

"=44+,d+,775° 
3 3 

ee lu Fe 


=r—j847-C- 


10 





ı 
sa 2 


4 
7 


+37 





8 





j 5 10 
mei —2 


5 


— 7 


ꝛc. 


7.938787 


ı 
30,9.8.7.6 


— 077 ———— 


Dieſem Ausdrucke iſt demnach in dem Falle, wo m — — k iſt, 
ber Werth von 2 gleich, und derſelben Größe der Bert von xıktız 
fr den Fall, wo m—k--ı if. 








Anmerfung 


G..344. Ich habe die Werthe von t und u hier fo angenommen; 
daß t u—x wurde, und eben diefe Werthe muß man auch in den 


netionen anwenden. Denn obgleich f tn auch eine Func⸗ 


in von ax by iſt, fo find dennoch die daraus durch Differenzia⸗ 
ion abgeleiteten Sunctionen verſchieden ; denn feben wir 


(SET) = 9a +by), 


/ 


15 u‘ TRT 


"fo erhalten wir durch Öfernitin 
 (adx +. bdy) b 
er en gi (>>) = (adx +bdy) Slax-L by); 
und daher wird | | 
ax--by\ __ 
e (ZZ) = 220° (ax + by). 
E Es find alfo diefe Differenzials Sunctionen nicht gleich, obgleich es 
"Die angenommenen urfprünglichen Zunctionen find. Auf ähnliche Weife 
wird man erhalten: Ä 


gu (= ) = Aa? dl (ax by) und 
‚fu (SEIT) = Bas 801 (ax by) x. 
und fo weiter. 
| | Aufgabe 55. 
6.345. Wenn die Differenzialgleihung 
7) br on 


— ya ı d’z 


dy? 2 dx? 
gegeben ift; in den Fällen, in welchen m eine ganze 
Pofitive oder negative Zahl bezeichnet, das vollftäns 
dige Integrale darzuſtellen. | 
Auflöfung. 
Werden die neuen Veränderlichen t und u eingeführt, fo daß 





— 258 an 





t= : am— 1 b d 
L — — — 
um. +7om na) 


wird ‚ fo erhält unſere Gleichung folgende Form: 


Gt )4 5) 36/ 
und hierbey iſt 


— 1 
t$u=xn-', 


Man fege alfo 
Is io IF); . 8 = wanı (fill) + Fila] fe 
€ = x [fr + FU]; D= — [£Ce) +-F’(o)] 


—sL 
Eos wa-ı [f’Y(e) + FV — a ammı [EV (t) + FF] 





Wir wollen nun zuerft jene gie Burdgeben, in welchen der Werth der 
Bröße m von Null an durch die negativen Zahlen abnehmend fortſchreittt. 
I. Sey m= 0, fo wird der Gleichung 


G )== 1%) 


folgendes Integrale entfprechen : 


b . b 
=t(ie+,r)+F(ir- Zr). 
I. Sy m=-—.ı, fo wird, weil 
teilt ly und u=-:ir_. 
ift, der Gleichung 
d?z d?z 
| (7) = (15) 
nachftehendes Integrale sufommen: 
z=fO+FW)-:r (tl) + Flo) 
Il. Sym=— u fo wird wegen 
+ b 


t = - + —y und u — x x — 57 


Ä | — 250 — 
ide Gleichung rn J —* 
66 
lgende Gleichung zum Integrale en— 
el) HF — 3° FO +FO) + ZZ EWR). 
V.&yn=— ö fo wird wegen | 
t=ir + —- y md u=:r -& 1 


14a 
das Integrale der Steihung 
d?z d2z 
2) 
folgendes feyn: 


=i0)+ Fu) — 2x —VD tẽ 52 (un + Fu) 
7* (u(t)) + Fr (u). 





V. Wenn m — — 4 iſt, alfo 


5, 


a b FJ 
t= :x + 7927 und =. — 


fo wird der Gleichung 
d’z b? 22 d2z u 
dy? — 4° (ie 
Integrale folgendes ſeyn: 
2 6.2 
OH HF@W— EHEM) + ZN HF) 
2 4 
— x9 ct⸗ (t) + Fu (u)) + 768 x9 (fiV (t) 4 FWVc(u)) 


und ſo ferner. 


Für den andern Faͤll aber, in welchem m pofitive Werthe hat, 
werden fic) die Integralien auf folgende ei ausdrüden laffen: 


1, Sy m= ı oder (5 ) x (72): fo wird, weil 


io, und nr 





ft, dad Integrale feyn: 
12 =f(t) + F(u) der zux es Fo). 


teil und N 
zum Sntegrale: 
z=x(fltt)+F (u)) — —8 “n r F’ (u)). 


II. Wenn m=3 iſt, oder —)= =— ee 
weil p 
=: '’— —y und it, 


ift, das Integrale folgender Ausdrud feyn: 
z=x(f(d--F(u)) — 7 x (f’ (+ F’ (u)) * 75 M (vy-- Fi (0), 


IV. Fur m=4, oder (— (m entfpridt 
wegen 

t= (x 
folgendes Integrale: 
z=Xx EO+FW)— 2% (fi Q-+F ar (Ei -L-F (u) 


* 
7 


b — 2 
— — = /-ı' 7 
727 und u !x + 
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053 sr (fu (t) + Yu (u)). 


'vStm=5 oder (7 - 5 (Te), fo wird, weil 


a? 
sie y und um!:x 45 
iſt, der Ausdruck 
z=x(fW)+F (u)) 0 (fe --F’ (u)) +3 — * 2 ho () + F#(u)) 


— ® x? (full) + Fu (0) 4 ER: 8 (Ir) + Fa) 


das Sintegrale feyn, u. f. w.; und daher ift das Geſetz, nach welchem 
man diefe Ausdrüdfe weiter fortfegen fann, für ſich Flar. 





Anmerfung ı. 
J. 346. Diefe Fälle der Integrabilität flimmen mit jenen über: 
ein, welche in der fogenannten Riccati'ſchen Gleichung vorfommen. 
Wir haben nämlich gefehen, daß fich die Gleichuns 


— 241 — 


hm 
dy + y2dx = axm—ıdk 
griren laſſe, ſo oft m eine ganze poſitive oder negative Zahl be⸗ 


hnet; dieſe Gleichung aber iſt mit unſerer Formel auf eine verſteckte 


iſe verknüpft, welches auf folgende Art gezeigt werden "Tann. 
nn Die Allgemeine Sormel 


m) — X (=) 
dx? 


gelegt it, fo febe man zum Behufe der Auffindung . particulärer 


tegralien z= e*Tv, fo daß v bloß eine Function von x bezeichnet, 


> man wird erhalten: 


dv d?z 
(z e Fr und (= ”)_ —; 


ın aber ift —* e*Y v, und daher findet man die Gleichung 
Xd2v 

 dız ° 

Setzt man in diefe ferner v = e/rdr, fo erhält man 

* = dp + pꝛdx, 

im | 


wenn XK=Axa-ı iz wie in unferem alle, fo geht diefe 
ichung über in: 


aty = —— 





— Am 
dp  pdx= axım-ıdz, 

Es laͤßt ſich daher nicht ohne Geund erwarten, daß beyde Glei⸗ 
agen in eben denſelben Fällen die Integrabilitaͤt beſitzen. Indeſſen 
t dennoch der merkwürdige Umſtand ein, daß der Fall, in welchem 
= 00, und der in der Riccati'ſchen Formel der leichteſte iſt, in 
rer Gleichung keineswegs die Integration zulaͤßt. Man erhält 
lid) die Gleichung | 


d2z d22\- 
= 


mn Neduction nad) der oben s 330 angeführten Methode nicht ge⸗ 


t. Denn weil 


=, B= 0, S=o md T=o, 


a 
uler’3 Integrafrechnung. II. Vd. | ı6 


= 
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iſt, fo ſetzt man für die neuen Veraͤnderlichen 
= /p (dx + br 2) und = (a2), , 


und daher ergibt fi wegen M = —— N folgende Gleichung: 


a) (5) — 5*56 0 


welche, wenn man 





nimmt , fo daß 


b 
t=lkk+- und u—lx 


G ν )y 


deren Integration ſich nicht abſehen laͤßt. 


uͤbergeht in 


Anmerfung 2. 


. d? d " 
$. 347. Won der Gleichung () — x? (=) aber laſſen 
fi) unzählige particuläre Integralien angeben, welche in der Form 
z— Aslet enthalten find. Denn da bier 


(Z 2) rar er) um (5) = ra er 


ift, fo wird man haben: 


pAxdeY=AR—ı) Arte), ao n=VYAlR — ı), 
und daher wird man für jeden für A angenommenen Werth gwen 
Werthe für erhalten, fo daß man findet: 


2 AMASVIGCS + Bxle-yYViA—ı), 
und fo fann man die Anzahl diefer Glieder durch die Veränderung von 
* ind Unendliche vervielfältigen. Indeſſen Taffen fi dennoch diefe ein« 
zelnen Glieder noch allgemeiner darftellen; denn wird z — —R& 
geſetzt, fo wollen wir ſehen, ob v nothwendig conſtant ſeyn muß. 


Es iſt aber 
dz d 
Grete) un 


1 üpy-fd 
= Aulmienty + aherT (Z , 
ıd daher gibt unfere bung, wenn fie durch xAeky bivibirt wird: 


dv 
v+(2 + * —=A(A—ı)r + 22x (77)+ (2). 
Man fege, wie früher, "= (A —ı)undesfey v=alx--Py, 
wird man erhalten: 


264 = 8a — a oder u —  — u I I, 


id daher wird jeded aus der vr Zahl A entfprungene Glied folgende 
orm baben: 
) 


= x! [ vr (A „rien 3NAa—ı) 5 =, 
+ May (sn — VIE, a )]. 


Wie man auch fowohl den Erponenten A ald audy die Größen 
„A, B, % verändern mag, fo fönnen unzählige foldhe Glieder 
bildet werden, welche, in einen Ausdruf zufammengenommen, als 
r volftändige Werth der Function z anzufehen find. Ja man fann 
jar imaginäre Ausdrüde für A fegen, denn nimmt man 


xX=a-t bvVY—ı, fo wird 
»=p+t Von 





d hierbey ift: | 
pꝛ — ?=ı:2—a—b wm 
P+t=avVerb@—aHı EP), 


nn aber u 


= x? kon. blx + Yı sin. blx) und 
* = eP) (cos. qy 4 V-ı sin. qy), 
d hieraus ergibt fi der reelle Ausdrud: | 
A cos.(bIx +qy)-+B(aplx + (23—1)y) cos.(bIx-}gy) 
— B(aqlx-+-aby)sin.(blx + qy) 
=xr ar sin. (bix + qy) + & (aplx + (2a—ı)y)sin.(blx + qy) 
+8 (2qlx —+-2by)cos.(blx+-qy) 
, die Größen a und b nad) Belieben angenommen werden fönnen, 
durch ſich zugleich die Werthe von p und q ergeben. Wenn wir 


16 * 


— 
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bier die Größen b und q ald gegeben betrachten, fo werben die beyden 
übrigen a und p aus denfelben fo beftimmt, daß 


Ve] wor ee] 


wird; ed muß alfo Bier q? > b? und q’:<bt--z ſeyn, oder q’ 
zwifchen den engen Grenzen b? und b’ +4 liegen. Man fege 


q=e und V 4 af, 


q 
fo daß 
ı 1 


2a — 12 2ef und p=bf 
wird, und es wird daher die Form der particulaͤren Integralien ſeyn: 
A cos.(blx-+-cy) + 2Bf(blx-+-cy) cos, (bix-F-cy) 
' —2B(clx-+-by)sin. 
treebs Asin.(blx+-cy) + thin en —— 
+28 (elx by) cos.(bix-+-cy) 
welche ſich, wenn Kürze halber der Winfel blx--cy=— 9 gefeht 
wird, in folgende verwandelt: 


= xftiebfy (A cos.(p-ta) + Bffblx-toy) sin.(p-Ff) 
+ B(elx-+-by) cos. (2-6)), 
wo die Größen b, c, A, B, a, B unferer Willfür. überlaffen find. 





Anmerfung 3. 
F. 348. Die Auflöfung der Gleichung 


(= = x (m =). 
laͤßt fi) fo durchführen, daß man 
z— let) (mix -+ ny), 
ſetzt, wodurch 


(5) — ) (mlx-ny) + mxÄ—1e6y und 


(Z) — uXx Kory (mlx-ny) + nx Kor 


wird, daher weiter durch Differenziation 


zu 275 m 
> = 12 oBJ (m(3?—ı) +2 (2 — ı)mix +A(A—ı)ny) 
und Ä — | | | 
d2zE\. 148 
(75 xRe®) (aun + wmlx-- uny). 
Und daher ergibt fich erſtens 


= var — ı), dann. 
anyYA(A — ı) = m (ar — ı), fo daß 
m _aVido) 
nn al—ı 
wird; und auf diefe Art erhält. man -diefelbe Integration, welche wir 
früher angegeben haben. 
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Kapitel V. 
Befondere Transformation derfelben Bleichungen. 


Aufgabe 5% 
$. 349. an die Sleihung | 
d?z d?z dz . 
ER FUE) HR | 
in welder P, Q, R Sunctionen von x allein bezeichnen 
follen, gegeben ift, fie mittelft der Subflitution 
z=M (7 + Nv, 


wo auch M und N bloß Zunctionen von x feyn follen, 


in eine andere Öleihung von derfelben Form zu ver 
wandeln, fo daß man erhält: 


d?v d?v dv 
() G-, 


wobey F, G, H, Functionen von x allein find. 





Auflöfung. 
Weil die Größen M und N Fein y enthalten, fo wird man haben: 
d?z d’v d?v 
7) = M (1335) mn (15)' 
welche Form, vermöge der Gleichung, welche unferer Annahme gemäß 
endlich zum Vorfchein fommt, in gende übergeht: 


d?z d’v nl MdG MdH, 
n) = MF (5 +77 dx (zZ +27 dx er +77 dx 
- MG + MH + NH 

4 NF + NG; 


dann aber gibt unfere Subftitution für das andere Glied der vorgeleg. 
ten Gleichung 


=" 136 nt 


—— {2,7 — 


und daher or 
3) = =u(5 12) 
+ je +) + Fer 
Da nun der Vorausſetzung gemaͤß 
Jr () M() AR- 


iſt, ſo werden, wenn die eben gefundenen Werthe ſubſtituirt, und die 


einzelnen Glieder ( =); ee f =); (2) und v auf Null gebracht 
‚werben , folgende vier Gleichungen entflehen, nämlich: 


am 




















(>) ergibt fich die Gleichung 

— MF— MP | | 
—— —A | 

=) % MdG Sat : "jr +2 +) Q-FMR 





v — MAR N AN Q+NR, 


woraus äußerft bequem zuerfi P, Q und R gefunden werden; allein 
die erfie gibt ſogleich P= F, und daher wird die zweyte 
-MdF— 2FdM 
| 'Mdı r6= 0; ’ 
and den beyden legten aber erhält man durch Elimination der Größe R 
M (NdG — MdH) 4 —E—— — Md2N 4 aNdN\ p 





dx? 


+ (HZ 4 N: ) Q, 


und durch Subſtitution jenes Werthes für Q: 


M:dH is Nd2M — Md: Ser 
Ar T + nn dx? -) F-+ 


an war dM — MdN 
+ 6 + I 


dı? 
NdM — MdN rim 
Mdx? md ° 


Wird dieſe Gleichung durch = multiplicirt, fo läßt fie fich bequem ine 


dx 





on 
war 








— 2FGG 
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tegriren, und man erhält dad Integrale | 
N NdM — MdN xap 
HC en Fre 
Wenn wir alfo Kürze halber Ne= Ms fegen, fo wird 


C=H-G-—FS!+Fe oe 
de +2 sd — adz + = Duo, 


oder man beflimme hieraus die Größe s— = oder eine der Functionen 
F,G und H, fo werden fih für die vergelegte Gleichung die Groͤ 
fen P, Q und R fo beſtimmen, daß 

l.P=F ' 


ift, und aus der legten Gleichung findet man: 


Mdi Fd2N d N d P Fd 
R sale tue) 
welcher Werth wegen N = Ms übergeht in: 


dH Gds GdM Fä2s FdıM 

R=H- 7,707: 0 Mara me | 
+ .FdM? dFds dFdM J 

M?dx sd Mdr’ 


und da die gefundene Sleichung, wenn fi fie differenzirt wird, 

















Fd2s — 
o=dH — Gds —sdG — —— +2Feds + s:dF 


gibt, fo wird man erhalten: 
GdM Fd2M 


aFds 
MRSH-y tn men 


aFdM? sdF dFdM 
Tja — ar Mar’ 
und daher wird, weun die Gleichung | 


ORIOELIOFEN 


die Auflöfung geftattet, auch die Auflöfung folgender Gleichung 


gelingen: 
d?z 
55* F (=) t 20* R2, 
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yon es wird Ä 
z=M| G)+Hrenlert in), . 


| 3 ufaß ı. 
5.350. Wird M=ı gefept, fo daß z= + ($), 
wird man haben: 


$ 
P=r, Q= c+Z ——. und aan war 


und auf diefe Art wird die Anwendung jener Reduction nicht einge: 
ſchraͤnkt; weil, wenn dann M.z ftatt z gefegt wird, auch die Auflöfung 
der daraus entſtandenen Gleichung in unſerer Macht if. 


Bufepa 
$. 351. &o oft alfo die Auflöfung der Gleichung 


d?v d?v 
m H ' 
(7 )+e(E)+Er 
in unferer Gewalt ſteht, fo * gelingt auch die Auflöfung der Gleichung 


d? z \ d?z dF dz 
) 6)0 
— sdF 
+ (® +. - #- s Re, 
wenn man nur die Größe s aus der Gleichung 
Fds + Gsdx — F®?dx — (C—H) dr = o 

beftimmt, denn dann wird man erhalten z=sv-+ (2); ed find 
aber die Größen F, G,.H bloß Sunctionen von x. | 


| inmerfung. | 
$. 352. Diefe Reduction foheint die natürlichfte Methode dar: 
zubiethen, folche Antegrationen aus;uführen, bey welchen zugleich Die 
Differenzialien der Functionen erfcheinen; denn es fey das Integrale 
der für v.gegebenen Gleichung v = (t), wobey t eine Function von 
x und yift, fo wird m. wegen dv—= dtp (t) erhalten: 


n)= (z ) ⸗ 6t)/ 


und wir werden als Integrale der hieraus abgeleiteten Gleichung für 
z finden: 


.=40+ (2) #0. 


— 20 m 
Wenn man n ferner allgemeiner v = up (t) feßt, ſo wird men: 
haben: 
= + () »0 +u (& ed, 
und hieraus leuchtet num die * und Weiſe ein, zu ſolchen Gleichun⸗ 
gen zu gelangen, deren Integralien außer der Function 5 (t) auch 
die durch Differenziation derfelben entftandenen Functionen YP*(t) und 
fogar auch die folgenden 94 (t), 9" (t) ıc. enthalten. Es wird fd 
deßhalb der Mühe lohnen, diefe Reduction näher zu unterfuchen. 


| Aufgabe 57. 
F. 353. Wenn die Auflöfung der Gleihung 


=) m dv 

15) = (5) + ds +35’ 
als befannt angefehen wird, eine andere Bleichung 
von der Form 


d?z d?z ds 
() æ(7) 4205) * 3⸗— 
aufzufinden, für welche die Relation Statt findet: . | 


d 
= + (7 


Auflöfung 
Vergleicht man diefe Aufgabe mit der vorhergehenden, fo findet 
man 
F=ı, G=- um I 


daher muß die Größe s aus folgender Gleichung beſtimmt werden: 
| msdx i n — 
ds +2 rd:4(t—3)d=o, 


und hat man diefe gefunden, fo wird, wegen = — Ei Die ge: 
ſuchte Gleichung 


EI 


oder wenn man den hieraus für ds gefundenen Werth fubftituirt: 


()=()+:( + (#4 an)" 
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ir welche die Relation Statt hat: 


zer + (@). 


I. Segen wir zuerft die conflante Größe f=o,fif:' 


msdx ndx 


ds — — s2dı — 





= 0, 
elche Sleihung s = « zum particulären Integrale hat ‚, wobey 
- at ma — a: — n=o oder a — (m—ı)a--n=o 


t, und aus diefer Gleichung erhält man, weil 7 = 
olgende: 


= +32 Hespen 


ür weide 


@ . dv 
ir . 


ft, ober [hließt man n=a(m— ı —a) aus, fo wid, Wenn man 
ie Auflöfung der Gleichung 


— (* m a(m — ı — ), 
7) ( = ()+:(@% + — — 
ugibt, für dieſe: 


( +) = (=) + + EZ mn, 


a8 Sntegrale 

_ a dv 

2 — 7 V 4 dx 

ſeyn. | | 

II. Es bleibe £= 0, und wir wollen für s den vollſtaͤndigen 

Werth fuchen, indem wir s = - 4 ſetzen, ſo werden wir finden 
wegen 


n=(m—ı)a—a; any Gem eas 


+ dxeso, 


welche Sleichung mit x m multiplicirt und integrirt 


2a x 
t= — —5—c —— — 
20 — m 1 ıa—m+ ı 


gibt; daher 


— Oh m 


hier die Größen b und q ald gegeben betrachten, fo werden die b 
übrigen a und p aus denfelben fo beflimmt, daß 


mm VI 4] ud e=;V lr=#' 


wird; ed muß alfo se q>b und <br +7 fm, ode 
ziwifchen den engen Grenzen b? und b°-+- liegen. Man fepe 


gq=e um V [= - +} = af, 


zahtb+f) oder e —b—= 
2a —ım=2zcf ud p=bf 


wird, und ed wird daher die Form der particulären Integralien (oe 


A cos.(blx 4+-cy) + 2Bf(ble-+-cy) cos.(bix-tcj) 
cf+! bfy  — 2B (clx-+-by) sin.(blx4«J)| 
2X er Asin.(blx-+-cy) + 2%ftbly--cy) sin.(bix-4cy) 
—-28(clx-+by) cos.(bix-y 

welche fih, wenn Kürze halber der Winfel blx--cy=p ge 
wird, in folgende verwandelt: 


z = ‚fr: ebfy (A cos.(-+a) + Bf(blx--cy) sin.(0+ 


++ B(clx-+ by) cos. (g-H$) 
wo die Größen b, c, A, B, a, ß unferer Willfür. überlaffen find. 

















fo daß 


1 
q? — 4a. +! 


Anmerfung 3. 
F. 348. Die Auflöfung der Gleichung 


(= N\ —_ 2 ie) 
laͤßt fich fo durchführen, daß man 
z— det) (mix + ny) 
ſetzt, wodurd) | 
(z = ae (mix ny) + matter) um 


(2) = re? mist) AnzlerT | 
y 


wird, daher weiter ducch Differenziation Ä 
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d —1-a)d d ı 
a0 me _ "dr — mm +leo, | 
ıd biefe Gleichung geht für s = - -+ = in. 
dt — a, —=— dx 


er. Sey m— 2a=y, damit die geachene Sleichung wird: 
d?2v Ze +21, 
(Z) = (Z x?, + 


nd hat man die Größe s gefunden; FA man falgenbe Gleichnng: 
d2z de⸗ aa + Yy —— — —XüX 
— —— 
d?z d2z aa--Yy e=n@+n adt 
2) (= +7 (= u) + (— Yan) 


ie welche 
(+) + 


, wobey es nur darauf anfömmt , die are t aus der Gleichung 





— 


a2du 
zer, und man 





| finden. Zu diefem Zwede fege man t=a— 
ıdet: 
Ku __yceu 2 U _ 
dx? xıdı — * *—0, 


nd von der swenfachen Auflöſang dieſer Gleichung erhaͤlt man die eine, 
enn man 


—D——— 
pt, wobey- 


14; c_ ID, p= 40. B C6 D 
ya 





a (y--ı)a” 3 (y—.2)a’ 40 — 5) a°°* 
t, die andere aber, wenn man Ä 

‚=Axt: + Bet? Lcxt3 + Dart + Extt? , 
immt, wo 


—Ar»A, rt, — 1tSt, Eo Q+)D, 
q+9 a 3(y+3) a’ - 3044) a? ——— 
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iſt; die erſtere hiervon bricht ab, wenn y eine ganze gerade pofitiw, 

die Iegtere aber, wenn y eine negative Zahl ift. Obſchon biefe Werthe 
. nur particulär find, fo haben wir doch oben fchon gezeigt, wie man 
hieraus die vollftändigen finden koͤnne. 


3ufaß ı. 
$. 354. Wir haben aber oben ($. 333) geſehen, daß die 
Gleichung 


?v 2v — — 
—A—— 
integrabel ſey, wenn k was immer für eine ganze Zahl iſt, und daher 
fließen wir, daß die Gleichung 
d?v 2 m v 1 — « 
6) (0) 22300 er u, 
die Integration geſtatte, ſo of. . 
a=:m+k ddr a=:m—k— 1 oder m— 24 
eine ganze, gerade, pofitive oder negative Zahl iſt; diefe Fälle ſtimmen 
wegen m — 2a==y mit den Fällen der Integrabilität für die Beſtim⸗ 
mung des allgemeinen Werthes von s überein. 
3ufaß 2. 
$. 355. Wenn man aber aus diefer Gleichung die Function v 


beitimmen fann, fo werden fich auch die folgenden zwey ihr ähnlichen 
Gleichungen auflöfen laffen: 


Ta It cc Rss yuel 
) 6 ö 


denn für die erſtere hat man: 


a dv 
=:1+(%)' 
für die lebtere aber: 
— 4 ( 2) 
Zuſatz 3 


$. 356. Überdieß laſſen fich auch Gleichungen einer anderen Art, 
bey welchen das legte Glied nicht die Form * z bat, auflöſen, und 
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e werden gefunden, wenn man den Werth der Größe 8 allgemeiner 
immt, und auch die Conſtante f berüdfichtigt. 


Beyſpiel ı 
F. 357. Die Gleichung (5) = (): für welde 
verüc++re—y 


r fey gegeben; man fudhe die verwidelteren Glei— 
ıngen auf, welde fid mit Hülfe berfelben integrisr 
n laffen. 


Da bir 1, 6=o ud H= 0 if, fo loͤſe man die 


eihung 
ds — ®dx - Cdx=o 


*, und die Gleichung 
d?z2 2 s 
7) = (= x” 


| dv 
z=ıv-+ (= A 
Wird aber zuerft die Eonftante C == o genommen, fo wird 
d 1 
z md 7 di (ce — (e — 9, 
man zwar ahne alle Einfchränfung ce = 0 fein kann, damit der 


eigung 
d?z d?z 
2)-(@)-2: 
tegrale wird: 


=—!@ctN+HC6-N Heat tra—n 


Sey ferne C=®, ſo wird man, weil ds = dı (2 — aꝛ) 
‚, erhalten: 





rd dann feyn: 


1 1 
—=dx ud .=Cc—x, oder =, 








_ 1:2 
x a are — 
d daher | | 
8 Z® — Aeras und 2, 
spa | ı — Aosız 
0007 


ds _ 4Aarennz 
7 (1 — A gras’ 


— O5 ya 
ift; die erftere hiervon bricht ab, wenn y eine ganze gerade pofitie, f 
die letztere aber, wenn y eine negative Zahl if. Obſchon dieſe Werthe 
. nur particulär find, fo haben wir doch oben fchon gezeigt, wie man 
hieraus die vollftändigen finden koͤnne. 


3ufaß ı. 
$. 354. Wir Haben aber oben ($. 333) gefehen, das die 
Gleichung 


d?v d?v am fdv (m -u(m—k— ı) " 
(in) = (z rZ7(5)t a TE 


integrabel fey, wenn k was immer für eine ganze Zahl ift, und daher 
fhließen wir, daß die Gleichung 


da v m 3* am ur a), 
) (7) + + x? 


die —8 geſtatte, ſo oft . 

a=:m+k oder a — m — K— 1 oder m — 24 
eine ganze, gerade, poſitive oder negative Zahl it; dieſe Fälle flimmen ' 
wegen m — 2a = y mit den Bällen der Integrabilität für die Beſtim⸗ 
mung des allgemeinen Werthes von s überein. 

3ufaß 2. 
G. 355. Wenn man aber aus diefer Gleichung die Function v 

beftimmen fann, fo werden fich auch die folgenden zwey ihre ähnlichen. 
Gleichungen auflöfen laffen: 


=) HE) m 
= HE) 


denn für die erftere hat man: 
a dv f 
=; +(5)' | 

für die lebtere aber: 
m—a— 1 + (2) u 
z = — V Is . | 


3ufaß 3. 
$. 356. Überdieß Laffen fich auch Gleichungen einer anderen Art, | 


..» 
Dr 


bey welchen das lebte Glied nicht ‚die Kom = = dat, anf un 
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dieſe werden gefunden, wenn man den Werth der Größe 8 allgemeiner 
beſtimmt, und auch die Eonftante f berüdfichtigt. 


Beyfpiel a. 
$. 357. Die Gleichung (5 = (7): für weiqhe 
v=z(+-J)rP@—y 


iR, fey gegeben; man ſuche die verwidelteren Glei— 
Hungen auf, welde fih mit Hülfe derfelben integri— 
ven laffen. 


Da hier F=ı, G=o und H=o if, fo löfe man die 
Gleichung 

J ds — sdx -Cdx=o 

auf, und die Gleichung 


d?z u, 
d —)= (Z x? 


le. 


Wird aber zuerft die Conftante C == o genommen, fo wird 





wird dann fen: 


v.a wrıwwr-BW 





ds 1 1 ds 1 
zadımd Seo— x, oder s mn = or 


wo man zwar ohne alle Einſchtankung c=0 ſetzen kann, damit der 
Sleichung F 5)2 
J 22 
Jutegrale wird: 
— eat N+rFE-NLrTErntrra-n 


Sey ferner C=., fo wird man, weil ds = dx (?—.a?) 
# erhalten: 





_2,8—a 
x 2as + a’ 
und daher | 
— Ae a — 1) 
ei sr . 1 — Aocsıız 


ds 4Aa2eras 
IT UG—- ic 


zu 050 mm 


md die Gleichung 


(7) = 


bat das Integrale 
ut ie), 1 


ı — Aer⸗2 


Sy did C=— a, fowird, wegen de = dx (a!-Lıt) 


8Aa’ osaz 
— a-ienge 





ax -—- b = arc. tang. =, 
und Daher 
ds a?’ 
= a tang. (ax--b) und FP = 008. (ax + b"’ 
demnach ee der Suichuns 


38° 
cos. (ax + cos. (ax + bie 


__ a sin. (ax + b) (ax 4 b) 
—Teos.(ax+b) + (& 2)- 
Beyfpiel >. 
F. 358. Die Sleihung 


=) -5 


fey gegeben, und ihr Sntegrate 6 hefannt; man foll 
mit Hülfe derfelben andere integrable Sleihungen 
auffinden. 


In diefem Falle haben wir 
ds — dx + (C +) dx=o, 
und ift diefe aufgelöft, fo wird das Integrale der Gleichung 


d’z d’z ı ds 
u) -°’ Gt 
dv 
z=sv-+ (2)- 


I. Sey erſtlich C= 0, und man erhalte aus der Gleichung 








m x® 
dad Suter: 


fen: 


ds — sdc+’=o 


un ORT a 


en particulären Werth =- oder s — =. ‚Man fege num 





s + - 
o wird man erhalten: 
dt + atde + dx=o, 
aber 
| tx? - m 3a; 
lſo | 
_a— 1 _. 3a 22x 
t= 32% und s = — —— 
olglich: u 
ds ı 3x (2a° + 9°) 
at a 
nd das — der Gleichung ˖ 
_ 6x (1a? + 3) 
(7 =) = () =) (a3 — * =. - 


rird daher feyn: . 
a ara ax 
x x (a3 — 35) — 2)” +6 in. 
I. Sey C = 7, und feßt man s = - -+ * ſo wird 


otdx _ dx 


de + ——+ de 
elcher Gleichung der —* Werih —4 * entſpricht, fo daß 





eex x und 24 W 


1 
— cx(c-+ x) (+2 


', und der Gleichung 


d?z 
7) = (Gr =) - ẽ 5 


itſpricht das Integrale | 
ed 2 +eı+% cxı + ı? 
«= Trect) ‚+ G n). 


ex(c+ 
Um nun das volljtändige Integrale für t zu finden, fege man 
c? 1 
t=c+ 7 +4 


»d man wird erhalten: 
Euler's Integralechnung. II I. BD. 17 





mem 258 im 














audz - odu 
da + 241-0 oder dem — 
daher | 
x=b— -1(ı+acn), 
alfo 
ı(b—r) 
_e ° — ı 
. u — 7 
hieraus 
t—060 48* + Zu und 
e ° — 1 
ı(b— x) 
— ı(e ° —ı 
mn, + a(b—ı) ! 
e(e+ ı)e ° J 
andlich 
. alb—ı) 
ds — u ( it —* e 
ts lttT 6 = nery ern] 


4 nmerfung. 
$. 359. Weil wir oben gefunden haben, daß die Gleichung 


5) (7 \ kk+n N). 
dy? —) = (7) - — 
die Integration zulaſſe, welcher Fall naͤmlich aus dem allgemeine 


Ausdrucke (ſ. 354) entſteht, wenn m=o genommen wird, fo wir 
man, wenn die Aufgabe darauf bezogen wird, erhalten: 


as dr + (+ I) dx=o, 
und hat man daher die Größe s gefunden, fo wird der Gleichung: 


(.z k (k 
+ De) 
das Integrale men: 
=sv- (z 
I. Wenn wir jebt f = o nehmen, fo wird 


k — 
s — oder — — 
x | x 


n — 2,0 
in particulärer Werth feyn, und daher wird zivar die Form der inte: 


graben Gleijung nicht geändert, allein für s = + 1 ergibt ſich 
die Gleichung 








aktdx . 
dt + Paäx 0, 
deren Integrale iſt: 
ak Kt — — _ 
x*t477* ak 


und daher 
— #8 + (k- ı) xaktı 
5 X (g — xl tı) ’ 


und die integrable Sleihung wird feyn: 


dee) _Fck—ı)g® + 6kik-1)guaktı + (k-pi)Ch-2) zöhta] 
>) Tree 





II. Läße man aber F nicht verfehwinden, ſo wird s—- + u, 


und man wird erhalten: 
— du + —— akude  u?dx = fdx; 


um nun diefe Gleichung mit einer auflöslichen Reihe leicht in eine Dif: 
ferenzialgleichung des zwegten Grades zu verwandeln, fege man: 


und man erhält: | 
der adrvi k kKa+yr 
dx? dx x? 
Sey Vf=a, und man feße 
r— Axltı 4 Bakt» I Cxkt3 + Dxkt4 L, 


fo findet man: 


= 0 


Bo:etray, c=-2tHt22p,, 


ı (2k + 2) 2 @k4+ 9 
_2k+9rR.. E— (k+Qa 
= 5(2k + 4) G; -4Q@k-5). ꝛc. 


und die Gleichung bricht ab, fo oft K eine ganze negative Zahl ift. 
Penn man aber 
ro Ax-k 4 Bit 4 Oxmt 4 Dad u .,, 
fest, fo ergibt fich nachilehende Relation: | 
| * 


“ya v dev‘ a .. 
AR) -rr 
ſey gegeben, und ihr Integrale befannt; man 
mit Hülfe derfelben andere. integrable Gleichun 
auffinden. \ 
In diefem alle haben wir 
a — dx + (c +3) 1 = 0, 
und iſt dieſe aufgelöft, fo wird dad Integrale der Gleichung 
den (dr ı ds - 
7) =) Gt): 
dv 
z=sv+ n)- . 
1. Sey erſtlich C= 9, und man erhalte aus der Gleichun 


G—sde+ lie 


fegn: 
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C=— (n-ı) a = — m’a 
iſt. Jenes gefundene Integrale aber laͤßt ſich auf folgende Form 
zurückführen: | 


s (m? — ı) tang.mo 


2— tang. - 


m + tang.mo tang. o’ 
und die Subflitution dieſes Ausdruckes zeigt, daß er jener Gleichung 
vollfommen Genüge leiſte. Schreiben wir für denfelben den Buch: 


ftaben © und fegen - -=60-+ “7 fo werden wir für die Veſtimmung 
des vollſtaͤndigen Integrales erhalten: 


dt + a6tdo tduo=o. 
Es war aber gerade vorher 


=’ du 
=. * m tang.0 — or 
und daher 
/Hdo =1co.w — lu un e2/adu _ °%8. 


u? 


welches der Factor für ine Gleichung ift, und fo wird 
t cos.? = je cos.’ w_ 
es ift aber 


uz= am co. mw c08.0 4 2 sin. mo sin, o, 


und daher 


et. — A f: do 

.(m cos. mo + sin. mw tang. o)° (m cos. mo + sin. mo tang. o)? ’ 
und das Integrale des legten Bliedes ift: 
_m tang. mo + tang. ® — msin. mo · tang. o cos · mo 
m (m®—ı) (m + tang.mo tang.w) m (m’—ı) (m cos.mo sin. mo tang.o) 


fo daß | 
t —A-+ cos. mu tang. » — m sin. mo 
(m cos.mo--sin,mo tang.o)? m (m’—ı) (m cos.mo--sin.mo tang.o) 
it, oder 
ı m(m’—ı) 


7 * 8 (m cqs. mo + sin. mo tang. o) 4 cos. mo tang.  — mein, mojy 
(m cos. mo 4 sin, mo tang. w) 
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hierzu addire man 
(m’— ı) sin. me 
m cos.mo + sin.mw tang.o 


fo daß man erhält 7 und ed wird 


9= — tang. 4 nd 


(m’—ı)( (© sin. ı sin. mo no + cos. me) 
Fre tang.u-;- C (m 00s.mu-}-sin.me tang.o) Ing.o) 4 co cos.me tang.u—ni Game 
oder - 
s_(m—1—t3.'0) (Csin.mw -} cos. mo) — m tg.u (C eos. mo — sin,me) 


a C (m cos. mo + sin. mw tang. ) -}- cos. mw tang. — m sin. mu 
3ufag ı. 
9. 361. Hier ift vorzüglich zu bemerken, daß 
u=m cos.o cos. mo 4 sin. mo sin.o 
ein particulate- Integrale von der Gleichung 





. gdu 


rn at do. ang. @ +(w-ı)u=o 


ift; ein anderes particuläres Integrale aber wird auf choliche Weile 
gefunden: 
u=m sin. mw 008% — C08. Mo sin. @, 
woraus man dad vollftändige erhält: 
u=A (mcos. mw cos.» 4 sin.muo sin.o) 
+ B (m sin.mo cos. @ — cos. mw sin, 0). 


3ufag 2. 
$. 362. Sept man bier 
A=Ccosa ud B=—Cosina, 


fo wird dad vollftändige Integrale auf die Form gebracht: 
u=(C(mco.(mo-+-a) cos.» -- sin. (mw + a) sin.o), 
welches man zwar aus dem zuerft gefundenen partieulären Integrale 


fogleich hätte fchließen Finnen, da man dafelbft mo + a ſtatt des 
Winfeld mw fchreiben kann. 


Zuſatz 3. 
$. 363. Daher findet man weit leichter den Werth 


8 tan du 
- = — 0 —; 
a 5 udo’ 
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T = — C (m? — ı) sin. (mo + a) eos, o 


it, fo wird man ‚erhalten: | 
Ä (m? — ı) sin. (mo te) cos. o 
m cos. (mo 4 a) cos.» 4 sin. (mo + 4) sin.w ' 


- — — tang. co + 


und daher 
ds — ds —ı + (m? — ı) (m2 cos.2» — sin?2(mu--«)) 
ado. a2dx cos2w [m cos. (mo + a) cos. » + sin. (mo 4 a) sin. w]? 


und bie Gleichung, deren Integration wir gefunden haben, wird fegn: 
d?z a(m?— ı) a2 (m? cos.2o — sin? (mo + a)) 
1) = (& =) - ⸗ 


dx? [m cos. (mo + «) cos.» + sin. (mo +.) sin. oJ? 
‚und ihr Integrale iſt: 


__ ma2 (m sin, (mat) sin.o + c0s.(mo+-a) e * u), GHND+rEy)) 


3 — 


m cos. (mo 4 o) cos.» + sin. (mo + «) sin. @ 





+ (m®— ı) a sin. (ma +c«) cos.» (* (ty) + 9-7) 


m cos. (mo 4a) cos.» + sin. (mw -+ e) sin. o 
" + @" + + KV): 
woby o—=ax-+b if. ( 
Anmerkung . 
$. "364. Die Integration der Gleichung 


— 1a + _ tang.o 4 (m’— ı)u = 0 
ift allerdings mectwirdig, und ich werde daher die Gelegenheit benu: 
sen, folgende allgemeinere Bleichung zu behandeln: 
. d’u sfdu 
is + Io tang.o + gu = o, 
und ich bemerfe zuerit, daß diefe Gleichung, wenn 
I=- — (@f+ ı) dw tang. w +7 — 


gelegt wird, fo daß 





 aum=cautft!y 
wird, übergehe in die Gleichung 
dv _3(6+ 1) dv 
dw? do 
fo daß, wenn diefelbe für f==n integrabel ift, au für (= —n— ı 


‘ 


tang.o + (g— 2f— ı) v0, | 
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integrirt Werden fann. 


Nun fege man für jene Gleichung 


u=A sin. Ao + Besin (4-2) » + Csin. A +4)» 4 Dsin. A+6b)o +... 
und fubftituire in der Gleichung | 


fo findet man: 


. ad’u 


f 
= du sin. o 4 2gu cos. wo = 0, 








T 008. @ 


— 2 A sin. (M - 1) « o — (A-4-2)?Bsin. A-ı)o — (4)* C sin. (A-+3) @ — (6)? D sin. (A-5) w 


— grAf 
+ Ag 


— ma — (A-+ 2)? B — AH C 
t 2rAf + 2(%+2)B£f 2a -+4)Cf 
— 2042) Bf 0 — 2(A44)CH — 2(%46)Df 
+ As + Be + Cg 

+ Bg + Cg + De 


Es muß alſo g—= Ar? -arf ſeyn „dann aber beſtimmen ſich die angenommenen Coefficienten auf folgende Art: 


—A+f+ı? aa+rftı 3 


MA c— Ar UtonB, D-A+» dom EC, 


ꝛc. 


Setzen wir alſo J = m? — f?, damit = m — f werde, und unfere Gleichungen übergehen in 


wobey 











d’u I 
tem Nu=o um 
2 2 r +» dv tang. w + (m? — (£ 1))) v= 0, 


—n 907 — 


u — v cos. wit dr va ——— 
cos. wftı 


iſt. Weil nun unſere Reihe abbricht, fo oft f eine ganze Zahl bezeich⸗ 
net, [0 wollen wir die einfacheren Fälle durchgehen. 
1. Sey f=o, fo wird 


i=m nd B=o, C=o, ı. 
und Daher 


. A sin. mo 
u=Asin..mo id va — — 


cos. @ 
I. Sey f= ı, fo wird 
u _m—ı)A — 
| A=am— 1 um OT C=o0 ꝛc. 
er 
=(m+ 1) sin, (m—1)o--(m—ı)sin, (m--ı)o und az 
oder 
\ _—m sin mo cos. 0 — C0s. Mo sin. w. 
8 32a 


11. Für f=s2wrd’!=m—2 und 


B— 2(m—2)A, C= (m— ı)B mom nA, D=o; ꝛc. 


— — — 
— 


— m-tı 2004 2) (m-+ı)(m+- >) 


en 
= (m-+ı)(m-+->) sin. (m—2)o + lm a) (may ein, mo 
4 (m— ı) (m — 2) sin. (m -£ >) 0, 
und daher: 
. vo iz! oder _ , 


=, — (m?-2) sin.mo 008.20-4+2 (m®—4) sin. mo — Im cos.mosin.20. 
3a 


IV. Für f=3 wird di=m— 3 und 


3(m—3)A a(m—:)B (m— ı)C, 
B= J— = = Im, md I=50r3 m +3)? ; E=o; ıC. 
alfo 


® —Hm+1)(m+3)(m+3)sin.(m-3)-4+3(m--2)(m’-9)sin.(m-1)u 
+(m—ı)(m—2)(m— 3)stn. (m3)o-+3(m—2)(m’-g)sin: (mr) 
wobey v= 5 iſt. 


8. 


— 


— 268 ——— 





+ 


v. Sey 54, fo wird A—m — 4, und man findet | 
"= + (mt) (m+2) (m+3) (n 4 5) is. (n — Huf 
+ 4(m+ 2) (m-++ 3) (mt — 16) sin. (m — Jul 

+ (m —ı) (m — 2) (m — 3) (m — 4) sin. (m +4) 4 

+ 4(m— 3) (m — 3) (m? — ı6) sin. (m + 2) o 

+ 6 (m? — 9) (m? — ı6) sin. mo, 

wobeyg v = iſ; ; woraus das Geſetz des Fortſchreitens für ſich 


klar iſt; es in aber zweckmaͤßig, zu bemerfen, daß, wenn wir 
 u=Ac0s.RAo + Bcos.(-+ 2)» + Ccos (A--4) +... 
gefegt hätten, diefelben Beftimmungen der Coefficienten zum Vorſchein 
gefommen wären. Verbindet man demnach diefe beyden Werthe mit 
einander, fo werden fie das vollftändige Integrale darftellen , welches 
fi) aud) aus der gefundenen Form ergibt, wenn man nur ftatt des 
Winfeld mo allgemeiner mo —+- a fchreibt. 


Anmerfung =. 
$. 365. Allein man fann dieſelbe Gleihung 
— + can, tang.w + gu=o0 
nach mehreren Methoden behandeln, und ihr Integrale durch Reihen 
ausdrücken, woraus ſich andere Fälle der Integrabilität ergeben. 
Zu diefem Ende bemerfe man erfilih, daß man für u — (sin. u)! 
erhalten werde: 





—= X (sin, wyr—! cos.» und daher 


* 
1 . 
* tang. » = A, (sin. )* und 


d?u 


ia: >= =r(R— ı) (sin. wyr—2 co8s.20 — A (sin. w)* 


=r(R — ı) (sin. ayr—2 — 2? (sin, w)*. 
Geben wir daher 
‚u==A(sin, wo)‘ +-B (sin. —8 +-C (sin. —8B D (sin, +6 +... 
fo erhalten wir na gefchehener Subfitution: 
o=AQ-ı)Alsin.o)? ? 2-42) Q-+ı) Bein. —8* 400043) Clein. „yrta +... 
—24A — 042)2 B 
+ alfa 42042) fB 
*84 +sB 


v 
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hier muß entweder A= o oder A = ı genommen werden; dann 
e erhält man 


a — alf —g A: CC (+2)? — 2045 og B; ıc. 








7 — _— A; — — — — — — 
(A-}ı) 45) 475 044 
a bat demnach die zwey Faͤlle zu entwickeln: 
A — 0 A — 1 
B=—A B— Zee, 
ı . 3 
4a—hf—g 9—bf—R 
= 77 C= — ZB 
c \ 4 B 4.9 
PR .»3—ı0f—g 
D-27776 =, 6 
E%onfosp E—- WoHfoep 
7.8 8.9 
ꝛc. ” IC» 


Die Integration wird alfo gelingen, fo oftg=k — 2kf if, 
bey k eine ganze pofitive Zahl bezeichnet. Da demnad) für 
u=v (cos o)ftı: 
transformirte Bleichung 
d’v a(f + ı)dv 
do do 
‚ fo it diefe und daher auch jene Gleichung integrabel, fo oft 
-  gedi+]+tedtnf, 
Ihe beyde Faͤlle fo in einem verbunden werden fönnen, daß die In: 
jration gelingt, wenn g=k? + hf ill. | 


tang.o + (g— 2f—ı)r=0 


Anmerfung 3 
6. 366. Da wir uns noch bey diefer Gleichung aufpalten wellen, 
d für u = (cos. w)* 


— =—ı (cos. wyr—1 sin. @ 


‚ und daher 


u tang.o = — 2 (c08..0)4—2 44 (cos, w)* und. 
= (A — ı) (cos. —8 — 12 (cos. co)" 


rd, fo ſetzen wir 


[3 
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u=A (cos.w)A + B(cos.w)?T2 + Cleos.w)At4 —+-D(cos, wyAt6L, 
und man wird durch Subſtitution diefes Werthes erhalten: 
o=\(A-ı)A (cos.u)4"? —IEC . 





—2ıfıA — VA —(\+3)’B 
—a3( +3) fB — s(A+4)fC 
+2aIfA +20-+2)fB 
+gA + gB. 


Es muß alfo entweder A=o oder A=2f-- ı feyn; dam 

aber iſt 

B=- vo af A+N’—23d+ 2? A+nf—s B: ic 
A+»A+ı— ad) A+YaA+S— an 


und die beyden Fälle werden fich fo darftellen: 


; c= 


A=o =afl-tı 
— ._8_ _ıt?2fog 
= u,;5 B=grrn } 
_4-—A4f-g to 
2 48— 39 46@f+5) 
_,16—8f—g 39 —10f—g 
D=76 9° D=TGarrn ° 
ꝛc. ic. 
Sm erfteren Falle gelingt die Integration, wenn 
g 4kꝛ — 4ktf 


iſt, in dem letztern aber, wenn 

g — (2K 1) +2 (ht ı)f 
iſt, und dieſe Fälle, verbunden nit jenen, welche aus der traunsfor⸗ 
mirten Gleichung ſich ergeben, laufen auf dasfelbe hinaus, wie die 
im vorigen Paragraph gefundenen. Alle bisher gefundenen Zälle der 
Sintegrabilität werden demnach darauf zurüdgeführt, daß, wenn 
g = m? — [2 gefegt wird, entweder f= tk ode maktf, 
d.i. entweder f= +tkoder f=+krtm wir. Übrigens folgen 
diefe letztern Sale auch aus der erftern Auflöfung ($. 364), wo die 
Reihe ebenfalls abbriht, wenn A — — k und daher 

g=m—l=H? — aekf, 

afo k— f= + m, und wenn man. die Transformation zu Kulfe 
ninmt, f= + kt m wird. Sm entgegengefegten alle aber 
kommen die anfangs gefundenen Fälle in den legtern Auflöfungen 
nicht vor. 
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Aufgabe 50. 
9. 367. Die Integration der Gleichung 


rt 


y befannt man € eine Gleichung von der Form 


OEIOERT OFEN 


r welde 


2* 9 (en 
yn ſoll, wobey F, G, H; P, Q, R; und r, s bloß 
unctionen von x bezeichnen. 


Auflöfung. 


©- Gr)t tr ) 


‚ fo x weil Fa 
ORLOEROFE 


dv. d3v dr? am. 
a) F (7 + 205 5) +% -(z + dx 


+ G 
te — (at 


= z 











2dG dH 
+6 + Gr +77 
+H. 


Ferner wird wegen 
= (7.)+: + 
DER HE 


da v d’v narzı d’r 
—)= (=) + (+ rn tie (Z)+E Y 
ads 


+3 +7 dx 
Werden diefe Werthe ſubſtituirt, fo müffen ale Glieder, welche 
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durch Die Orößen 2) (Z 12)" (7 1=) (Z ”) und v malt 


eirt find, für ſich verfhrsinden, woraus fi nachſtehende Sleichunger 








ergeben: \ 
aus 
(=) LF=P 
S)LCHTZ+F=Pr+Q 
in nr toten 
| | 
=P(e +) +Qr+R 
2) ıv. SO+3o HH BCE | 
„ds 
=? (47 +5) +2 (+2 +Rr 


„. — m oriirgliin 
Aus der ‚seieren Gleichung erhält man P=F, aus der zweyten 
0=G +5 N, und aus der dritten 
—* d?F r — 
= u + 216 +7 — — dF —eeen, 
und diefe Werthe, in den * legten Auödrüden ſubſtituirt, geben: 
adH d2G _ rdG+-Gdr rdF oadFdr asdF-LaıFds 





um u — — ⏑⏑⏑— 





dx d 22 dx dx? de dx 
r?2?dF — aFrdr Fd2r. 

+ — — — ver =o w 
d2H rdH sdF -adFds + Fd’s ısdG + Gds 
dı2 * dx dı? — dx 

s(rdF — aFdr) 
+ dx 6 


‘die erfte hiervon ift für fi integrabel, denn fie gibt 
3H + I — GO — F A 


dx 
Serner ftelle man jene zwey Gleichungen auf folgende Art dar: 
d’.Fr — 2d.Fs d.Fr’ d’G d.Gr adH 
Tr — — de di de * Fi — 
d⸗ Fs 8 Gern 2sdG + Gds rdH 


tn Ta tntae 
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der auch unter folgender Form: 


dr (G— Fr) + ad. (H—F)=o 


Bıta 


— sFedr+redF - — Gds — 21464 rdll= 0; 
Er cm 
die Tegte aber: fann man fo darftellen: 
9 — 21d.(6— Fr) —ds(G—Fr)+rd.(H— Fı)=o, 

Multiplicirtt man nun die erftere Gleichung durch H— Fs, 
letztere aber duch — (G— Fr), fo gibt ihre Summe: | 
U—Fsyd?.(G-Fr)(G-FrJd’.(H-Fe) (6 — — Fr) (H— Fo)dr 

Pr dx 
+2(H— Fe)d.(H—Fs) —r(H-Fe)d(G—Fr)f 
-- 335 (G-Fr)d.(G-Fr)-+(G-Fr)?ds — r (G—Fr)d. (HR) 
und dad Sintegrale hiervon iſt offenbar: 
(H—Fs)d.(G—Fr) — (6- Fr)d.(H— Fo) + A—Fy: 
+(6-Fr®s— (G—-Fı)(H—Fe)r—=B, 

das früher gefundene Integrale aber ift: 


A,. 


und wird diefer Ansdrud. mit H— Fs muleiplieire , ‚ und von jenem 
abgezogen, fo bleibt: 
 (G—Fr) d.(H—-Fs) 
Ze  — 
und fo erhãlt man geradezu zwey Differenzialgleichungen, „ aus welchen 
man die beyden Größen r und s beflimmen muß, und find diefe gefun- 
den, fo find auch die Zunctionen P, Q und R befannt. 


Zuſſatz un 
g. 368. Wenn — 1, G=o ud H=o iſt, ſo werden 
die gefundenen Gleichungen ſeyn: 


* d — a: 


(H—Fs)? + (G—Fr}® s—B— A (H- Fs) 


und wenn man dx liminitt, erhaͤlt man: 


rds — sdr _ b — s? der 
dr ”a-ıs.rn ode 
Euler's Integralrechnung. II. Bd. | 38 


or . Ara 
Ä er" 






| , * 
zum 27A MER 0 | 
rds —_b ae + —rs —J F 15%% 


dr — a. 28 — r’ fe 


und es ſcheint, daß mai diefe Gleichung im Ahormeinen. TE 
| löfen fönne. Nimmt men aber bie Conflanten a um o un b wn.e; f 





fo geht die Gleichung — — — — wenn man Zee 
über in sta i Br m i 
rdt *stdoer v—t ty. Mr 
— Sina ZUBE EEE 
rdt but ln vi DL 7 EHI 
dr "— —— 55— * re 
man findet Daher: re ih 
dr _d(— at) _— * an. ne 
r Et Gt—-ı) — a a; 
8 ... 
r — aſe & & 
8 ev Tr 
om a Yıöı — 1)* 
| — *. 
Bufag = 
6. 369. Fuͤr eben dieſen ſpeciellen Fall ſetzen wir st — 1 u 
fo wird | 
Bau d _ 3a’ u°® BE Fer 
Wegen a* o ift nn . ü 
dr dr ädr : r 
ax m-9 room 
dr __ du audu _ du(r— sau) . 
Tau da ET RBB 
fo daß . A f 
u 
| | dx = ou ‚ 
ift, und daher .— 
26 — ax und hr 77 


wo man ber Allgemeinheit unbeſchadet ſetzen kann: 
— ] ⸗˖ 
B — o und u— ar) . 


hieraus erhält man: 


275 — 





— 5x1? .. 
rm —, 
x3 + c> f 
wenn 
a m — - und 8 = 5 2719 * 
geſetzt wird; man findet alſo endlich: 
— — _ adr 6x (29 ex’) 
P=irgmomn 
\ 
Zufe tz 3. 
370. Iſt demnach die Gleichung „)- (Z =)" welche 
zum Integrale 


vr=T@a+n+ ä @-y 
bat, gegeben, fann das Integrale der Gleihung 


m)= (=) + FL -N 6xad— r) :x3) z 


(ce? + x)’ 
angegeben —8* es iſt naͤmlich: 


zo (>) - 3x: _ 


+ x = * 
Anmerkung 1. | 
$. 371. Die Rechnung Täßt ſich für den Gall, in welchem Fa 
G=o und H=o ift, weit leichter und allgemeiner ausführen, für 


jeden beliebigen Werth der Größe a, wenn nur b= 
gibt die andere Gleichung fogleich : 


rn %s 
Ye 7% 
\ 


=0; denn Banık 


ds — sd 
dx [03 — 567 5 F I alfo or 
s= I we, 
Ss. x 
und daher nimmt die erſte Gleichung die Form an 
| dx R ar 
7 (m — ⸗ — O, 
.. dx * x * a 


Segen wir r = - 2, ſo wird 








di + tar — tdx adx=o, 
und diefer Gleichung entre der particuläre Werth 
| t= Va 4 . 


ı8 * 
. 
⸗ 


‚ - | Ba 
— 270 ae | 


Man fege alfo u 
J— 
ſo ergibt ſich Ey zum u 
\ int ar Hasdayam tum ARE Be Teler 


- Multiplicirt man biefe leichung er und infegrirt 12 ⸗ 
ehätemen: u — | 


Le GE -) uf’ 


“ ax (m RE * J | 
hy vr —1[0- | 
m (xva + ) + 'er* va av va tn hei TF 
und baber.:_ 8 r 
. og Ce —R ) en 
| a (va) +° Var) 


517 
8 — 





——— 7 = 0. ‚und R= en +'ss 
oder 


— 23a (n? — 4nax’ 2* va — —X + e have, 
In &Va + 1) + e?*VR ya 'n) 
 _ Zeaa-elt(d + Bnarze?tV" 
J eo. Bay) eye nn] 
Laßt man nun a verfhwinden, und nimmg u = ı 4- ac’. Va, 


fo fommen die vorhin gefundenen Formeln zum Vorfchein. Wenn aber 
a eine negative Zahl bezeichnet, iſt z.®. a=—m’, und man, nimmt 


R = 





= — ſo findet man. . | 
— m’ x (B cos. mx + .asio.mx) 
* B cos. mx + a sin. mx — mx (a cos. mx — 8 sin. mx) 


— m’x cos. (mx + 9y) 
‚008. (mx + 9y) — mxsin(mı + 


— 77 — 
und | 
| m? cos. (mx + ». 

— cos. (mx + y) — mx sin. (mx + — 
daher 
a — am? (cos. (mx + y)? + m? 2). 
‚ [eos (mx Ey — mx. sin.(mx 4: BR" oe 
Die are R erhält die Form: Won le 2 170% 
AZ 3BBaꝛ x2 — 3a (ne TV — va NE 
* (1 + xVa) e — xVa — (— ‚xva). Erz Bu 
welcher Ausdruck, wenn a ſehr Hein genommen wird, übergeht: in 
—** 


— 
a 


nett naar ar ever. 
Sekt man n=ı f Bava, damit 

n — ı = ßaVa und n + ı =2-+ Baya. 
ift, fo wird 


8na?x? — 2a Bava— aeva — ——— zaziya] 
V [Bava— Bas x Va + Fanıvar N 
und hier wird der Zähler nf 


Ba?xı? 1 BB a? 22 Ya — 2a (fa? — 4842 x — akaıva) 
+ ax +4 Aargh, 
Da ſich hier die mit a? multiplieirten Glieder tilgen, ſo behalte 
man bloß jene bey, welche den Factor a? enthaltet, und man wird, - 
wenn man dasſelbe im Nenner beobachtet, erhalten: 
__ 88x — zart Br —ar) ' 
 ed+im rer) 
welcher Ausdruck leicht auf die Form 
6x (2.e8 — x?) 
(es + 23)? 
gebracht werden fann, wenn man 
3B= 20 ſetzt, ſo daß Bmre 


ift; diefer Fall tritt daher ein, wenn man a verfchwindend Flein nimmt, 
und 





R = 


n = ı + :c’aya. 


- Anmertung a. u 
$. 372. Da die Entwickelung der gefundenen Anflöfung (ie 
ſchwierig ift, und wir durchaus nicht einfehen, wie die bryden unbe⸗ 
fannten Größen x und s aus den beyden erhaltenen Gleichungen be 
Rimmt werben koͤnnen / fo wirb’26, um der Erweitsrungnger Wiſſes⸗ 
ſchaft willen, ſehr gut’ Teyn, zu bemerken, daß eben diefed Problem . 
durch Wiederholung der bey der erften Aufgabe —* — — 
brauchten Trangformation ebenfalls aufgelöft werden # 
wird daher nicht ohne Nupen ſeyn, 1. diefe beyden — 
der in vergleichen. St alfe die Gleichung i 
7) F (77 =) + s .@ #4 Är, Yan 


vorgelegt, ſo fegen wir wuerft 7 
u (& + Pe oO run a2 
und beſtimmen pi aha der Glilung ° ; TE c-t- 
Fdäp-+ Gpdx — Fprdx > (C—H) dx Akie,;. 
fo‘ wird folgende Gleichung vun Vorſchein kommen 


EHE — 


Um nun hiefe Gleichung ferner zu transformisen, fepen wir on 
ähnliche Art u 








1 (a) tw fo daß auch | 
. .- (0) +er9 .)+@& He) 


und, wenn mon q.aus der Gleichung 


—RA gds—Fräst( —————— —8 


beſtimmt hat, ſo wird man die Gleichung erhalten: 


5) e (2) 4 Q (= + Rz, 

in welcher N Zi P,Q,Rin folgender Relation ſtehen: J 
ν 

R=u4 N — wap— par, Kr aFdq— gar 


d x dı? d< 


— 2) — 


Mit dieſer Auflöfung muß alſo jene übereinflimmen, auf welche 
Das letzte Problem geführt hat, und da wir in diefem fogleich 


., = == —5*5* : (7 + er 
gelebt haben, fo werden wir auch eralen: 


- r=p-+tgq und = Ser pg, 


woraus offenbar dieſelben Werthe für P, Q, BR fogleich hervorgehen. 
Allein nicht fo leicht fieht man ein, daß, wenn für r und s jene Werthe 
durch p und q auögedrüdt, fubflituirt werden, die beyden Gleichungen 


. — F ‘ ’ 
_ SEP _G-Fnr+sd—-F)=A m 
em er (H-Fo)? — (G—Fr)?s— A(H— Fı)—=B 


zurüdgeführt werden auf die früher gefundenen 
rare —H+C=o ww 


—— + g—Fq?—H— + +D=o, 


fo daß die Sonflanten C und D zu den unveränderichen Größen A 
und B in einer beflimmten Relation ſtehen. Indeſſen leuchtet ein, daß 
diefe Tegtern Gleichungen weit einfacher feyen, indem die erftere bloß 
die zwey Veränderlichen p und x enthält, aus welcher p durch x, wos 
von F, G und H gegebene Sunctionen find, beflimmt werden muß, 
und ift diefe gefunden, fo hat man auf ähnliche Art die Größe q aus 
der andern Gleichung zu entwideln. Allein in den beyden obigen 
Gleichungen find die beyden Veränderlihen r und s fo mit einander 
verbunden, daß man feine Methode fennt, diefelben aufzulöfen, oder 
auch nur auf eine Gleichung, die bloß zwey Veränderliche enthält, 
zurücguführen. Da wir alfo die Gewißheit erlangt haben, daß die 
erfteren Gleichungen, deren Auflöfung mit fo vielen Schwierigkeiten ver: 
bunden ift, mit Hülfe der angeführten Subflitutionen auf die legtern weit 
Teichtern Gleichungen zurüdgeführt werden fönnen, fo fällt wohl ohne 
Zweifel in die Augen, daß die Methode, diefe Reduction zu bewerk⸗ 
flelligen, ſehr fchägbare Beyträge für die Analyſis liefern werde. 


Anmerfung 3 
F. ‚393. Da alfo die Übereinftimmung diefer beyden Auflöfungen 


———— 
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fo tief verſteckt liegt, fo wird es nuͤtzlich feyn, einen Inssiellen sul 
genauer in Erwägung zu ziehen. Sey alfo 

F=ı1, G=o .ıw H=0o, 
fo werden die beyden erfteren Gleichungen zwiſchen: r und s Pe 
Formen annehmen: 


J. _ 





+ nr — mA und 


-+#®— rs+As=B, 


* 


II. 





die letztern aber 
m. —p+C=o, m 
w.SI—g+4’?+D=o, 
und diefe Hängen mit jenen ganz gewiß fo jufammen, daß 
r=p+g m —4e4 


it. Um alfo wenigitend die Übereinftiimmung a posteriori zu erken⸗ 
nen, ſey C=— m?, fo gibt die dritte Gleichung: 


= tr alſo 
— - arc. tan p d t 
x = -arctang. — und p= m tang. mx. 
Da num , 
“pP __ 2 ⁊ 
dm P p 


iſt, ſo wird man finden: 


s—m:+-p+pgqg=mLpr=m(m-+r tangmx), 
und durch Subftitution dieſes Werthes in I erhält man: 


— dr 





Fon + r? — 2mrtang.mx — 2m? = A ode 
dr 
— mr? — 9 — 2 
F r 2mr tang. mx 2m A; 
die zweyte Sleichung aber geht, weil 
ds mdr m?r 


| — 


ns mx 4 


über in folgende: 








cos.” mx 


! 
zum 928] mm 
Engl non. ung.mx am tan 2 mx J 
m (A--2m?) r tang. mx — m: — Amt + 
liminirt man aus dieſen Hleichungen dr, ‚io. wand - 
' B=Anm: + mt, u: 
Beil ‚aber 
ger par mtngmx, . | 
fo erhält man für die vierte Gleichung: "N. mt 
| m nur ung amd, Zen 
DB ı 
| D = m? + A 
if. Die Übereinftimmung' unſerer Gleichungen beſteht demnach in die 
Relation der Conflanten, daß wegen m =—C 0 
D=A-—C uw B=-04-0=—cD 
wird. Aber eben diefe Relationen finden auch im Allgemeinen Statt, 
denn bringt man die Gleichungen. II und IV in eine Summe, fo 
wird man wegen ' 
.,. cC+DSeAwmp+riı=r 
erhalten: j 


P Fd 
Gr J— -Fg —.u— SC +? re 


ui CH wu 





Weil, aber ze =s—pgqg iſt, ſo wird: 


BU el Pr re FE ee ee 


oder- - 
———— ———— — 
welches die erſte Gleichung ſelbſt iſt. Weil ferner 


I 


dp 
oo ımmtmpd 


ift, fo gibt die Gleichung MIT: 
Fe— Fpr+-Gp— H + C=o oder 
C=H—Fı —p(G—Fr); | 
die vierte Gleichung aber wird auf folgende Form zurückgeführt: 


, 


men 202 — 


Er Kar Toll Yet Tale) un dee 
oder 
1.0: -0) +4(6-Fr) -B+Fs+Dme, 
daher 
DS g6-Fn+E-F, 
und hieraus folgern wir: | 
cp = E-PL-OI-I (6) E-F) + H—Py 
G—Fr)d.(G—F 
_ EI OI Lpg(G— Fr —p(G—Fı) (HF); 


aus der zweyten Gleichung aber erhalten wir; 

8 _ C-Fnd. PN _ Eu d.(O Fr) _ (Ari) 
| + (G— Fr) H—-Fı))r— (G— Fr, 

durch Verbindung diefer Ausdrüde ergibt fi: 

+2 E92 pd.(G— Fr) _. 4p. (G — Fr) 

G—Fr dx dx dx 


—_ 4. (H-Fs) —d.p(G— Fr) = 0, wen namlich 
dx 55 | 


C=H-—-Fs—p(G-—-Fr) 
ift, und daher ift auch im Allgemeinen: 
=—- CD ww A=C+D. 


Sndeffen fieht man dennoch hieraus nicht ein, wie man aus den 
Gleichungen I und II die beyden übrigen III und IV ableiten fönne. 





Anmerfung 4 
$. 374. Zieht man alles dieß forgfältig in Erwägung, fo wird 
man einfehen, daß die ganze Rechnung mit Hülfe einer hinreichend 
einfachen Subititution ausgeführt werden könne. Um diefes nun leid. 
ter zu zeigen, feben wir Kürze halber 
G—-FreR ww H—Fı=S, 


damit die beyden folgenden Sreidungen zum Vorfchein fommen ; 


dR GR 
J. A=.-- +35, 


RdS— SdR —* GRS 
FH 


I. B= 
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aus welchen die beyben Größen R und 5 beflimmt werden müllen, 
'" wenn F, G und H was immer für Sunctionen von x; A und B aber 
tonflante Größen find. Zu diefem Zwede bediene man fich der Sub» 
flitution S= CH Rp, die man fo anerdnen muß, daß jene zwey 
Bleichungen in eine zufammenfallen, in welcher außer x die einzige 
aeue Veränderliche p erfcheint, die dann nach den befaunten Methoden 
aufsufuchen iſt. Weil nun Ä 





FR dS — Rdp + pdR 
it, fo wird man Be 
A=-- 42 — 
"mn _. Rdp CdR HR: son GR:’p 
=." m rtrtrT 
. _@_achr— Rp, 
und hieraus ergibt fich zuerft durd, Elimination von dR: 
B+ AK=—ErL IT r a — E —— 
Wenn wir alſo nur die Conſtante C fo annehmen, daß 
C=B-+tAC 


wied, fo wird auch die Größe R felbft durch Divifion wegfallen, und 
folgende Sleihung zum De men: 


+2 EFF pP’, 
deren Auflöfung zu den Kon meh Getannte Methoden gehört. Da 
alfo dieſe Methode von größter Wichtigfeit ift, fo halte ich es wohl 
der Mühe werth, folgendes Problem bier beyzufügen, obgleich es in 
den erften Theil der Integralrechnung 'gehört. 


Aufgabe 6o, 
6. 345. Die: beyden Differenzialgleihungen von 
Der Form: 
Lo=I+F+Gy+Hs+1p+ Kyz — Lz 


yd 


u. I 4 P+Qy+Rz+Ss7+Tys+ Ve 


feyen gegeben, wobey F, G, Hxc., P, Q, Ric Zune 
tionen von x bezeichnen mögen; die Methode auseinan— 


/ 


” die⸗ gefäehen, fo wird man auch oo 2 
sa + vv en J et 
Bufep = eh 


wo G, Lund 8 was inmer für Bumctionen von x ſiad, uhl eit:der 


veder S-aT=o oder Val iſt. 
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6. 377. Wenn FmA, Kuno, Leo, Head, Ymb 
T=—G, fo erhält man den oben, $-974, 





a er 5 si J 


——— 
la sbetip. 
- m _ ELF — — — 
ab, J MP FE 






Auflöfung verhält es ſich fo, daß wenn sema -- yr gefet wo | 
die neqßehenden Gleichungen fucceffive aufgelöfl, werden mſſer Er, 


i.nin 


esit+sti-GrHör und‘: 
ti mbtre-mntir 


Zufag % | 
$. 378. Es ift einleuchtend, daß die Iepte Gleichung and) im | 
lgemeinen Feine Schwierigfeiten darbiethe, wenn nur 
F-ıH + a@L=o 
ift; die Auflöfung der erfleren aber ift in unferer Gewalt, wenn ent: 






— — — —— 





Zwepytes Buch 


der 


Integralrehnung 


Erſter Theil, Dritter Abſchnitt. 


En Zr 5 


um. 270 auıie 


| Man fepe alfo Be 
— 
ſo ergibt ſich a 
.. iatk ar Hasayı an: LYRRERE ' 
Multiplicirt man diefe Oleichuna er = Va und ae! fü, fe 
arbalt as: u ‚ 








N ——— 
9 i u. — 
Mi; \ * > — 1359 ava s X O’U — — 
pri = azva = — — ML t 
f. Ar» ..ne ne 
axvVa 
ı u Pie: ı arten 
t= zen,’ "7 — JE. LEBER WERL NEIN % 
—— v⸗ bu 
\ ax (n Ze Nm 
. vr — ——— — 
‚m ava + 1) 4 er va av ev 1 F " 
und babe. _ ° ... ; 
n (var ı) + — (uva — > 
daft aber em .. 7—— ee 
ern, dem Ren En 
oder " oe 
no DZ @ —4nare e?xVA _ no?Xva ı DAsVe, 


[n («va + 2 ⸗ 2* Va GVa - ] 
— 22 aln- 2* va. + Bna’xte axya 
.. um  mM(aya-tı)+ er va (xvVa — 1) 
Laßt man nun a verfhwinden, und nimm n = ı 4 Zac’. Ya, 
fo kommen die vorhin gefundenen Formeln zum Vorfchein. Wenn aber 
a eine negative Zahl bezeichnet, iſt z. B. sem, und man nimmt | 


— av-ı + ß 
ay-—ı 


FL ſo findet man 





— m’x(ß cos. mx + a sin. mx) 
Zu (a cos.mx — ß sin. mx) 
— m’x cos. (mx +9). 
‚cos. (mx +7) — mxsin. (mx + n 
| 
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und 
— m? cos. (mx + Y) .' 

cos. (mx + y) —nı sin. (mx $ y)' 

daher ee u. 

K. — am? (cos, (mx + y)? + m? x2). eg 

‚ Teos. (mx + 9.— mx. sin-(mx 4; Du ME TR 

Die ae R erhält die Form: 77 


“ F — 
Baaꝛ2 — 3a (ne x Va —e va 


R mm —— — m nn 
(n(ı 4 xVa) e x Va (1 — ‚ıva). e* Yazı won 


welcher Ausdruck, wenn a-fehr klein genommen wird, übergeht in 


nen 2a ı-arıeva + Dan axt. aysyat..] 


n—ı—-:@—)ar +il+ı)asvep 
Seht man n=ı-+ Bava, damit 
n — ı = ßaVa un - nt ı =a- ßBaya 
ift, fo wird _ 
Ba? ı2 Ya 


8na?ı? — 2a (Bava— axya—Ba?x + —— saziya] 


a nn [Bava— zpatztya + Tax'va] 


und hier wird der Zähler 2.00 
Ba?x? 1 8ßa® xtyVa — 2a (Ba? — 48 a2 x — aßa’x vo 

+ 4ax? +4 Larxi. 

Da ſich hier die mit a? multiplieieten Glieder tilgen, fo behalte 

man bloß jene bey, welche den Factor a? enthalten, und man wird, 

wenn man dadfelbe im Nenner beobachtet, erhalten: 


m 


R _ 8Barx — at _ 8x (f — 28, 
(+ 72° A+ 727 

welcher Ausdrud leicht auf die Form 
6x (2.03 — x}) 

(e3 + x5)2 - 
gebracht werden fann, wenn man 

3ßB = 2c? febt, foda BR =: 

ift; diefer Fall tritt daher ein, wenn man a verfchwindend Flein nimmt, 
und 


R= 


ne ı + 2c0%aya, 
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Anmerfung 2. 

G. 372. Da die Entwidelung der gefundenen Auflöfung fehe | 
fhwierig ift, und wir durchaus nicht einfehen, wie die beyden unbe - 
Fannten Größen r und s aus den beyden erhaltenen Sleichungen bes 
ſtimmt werden fönnen, fo wird es, um der Erweiterung” der Wiflen- 
{haft willen, fehr gut feyn, zu bemerfen, daß eben diefed Problem 
durch Wiederholung der bey der erften Aufgabe diefes Kapiteld ges 
brauchten Transformation ebenfalls aufgelöft werden könne, und es 
wird daher nicht ohne Nugen feyn, diefe beyden Auflöfungen mit einan⸗· 
der zu vergleichen. Iſt alſo die Gleichung 


—ää— 
vorgelegt, ſo ſetzen wir zuerſt 
u= (7) +pv 
und beflimmen p aus der Gleichung 


Fdäp+Gpdx— Fpfdx + (C—H)dı=o, 
fo wird folgende Sleihung zum Vorfchein vun: 


ORCHGDIOHGE Ren 


Um nun diefe Gleichung ferner zu krandformicen, fegen wir auf 
ähnliche Art 





d 
z= (Z) + qu, fo daß aud 
d?v\ dv dp 
= (2) te ()+(Zrte)" 
und, wenn man q aus der Gleichung 
Fäg+{C+- gi Fact ( D—H— ist 
beftimmt Bat, fo wird man die Gleichung alten: 
d?z dz 
ER FTEF 


in welcher die Größen P, Q, R in folgender Relation flehen: 


dG »Fdp-+pdF 


—R 


dr 
P=F Q=6+-— m 


2dG 2Fdp -—- pdF d?F „Fdq — gdF 
ME a a re 
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Mit dieſer Aufloͤſung muß alſo jene übereinſtimmen, auf welche 
das letzte Problem geführt hat, und da wir in diefem fogleich 


1: = (m)te(E)te 
geſetzt haben, ſo werden wir auch erhalten: 


- r=p+tgq und = SP pg, 


woraus offenbar diejelben Werthe für P, Q, R fogleich hervorgehen. 
Allein nicht fo leicht fieht man ein, daß, wenn für r und s jene Werthe 
durch p und q ausgedrückt, fubflituirt werden, die beyden Gleichungen 





” . — F \ ’ 
. —* em anneh und 


Fr 
zuruckgefuhrten werden auf die früher gefundenen 


Fd 
rare —H+C=o w 
aFdp-+pdF 


FI L(G + -)ga—Fg u + PrPe FD, 
fo daß die Sonflanten C und D zu den unveränderlichen Größen A 
und B in einer beftimmten Relation ftehen. Indeſſen leuchtet ein, daß 
diefe Tegtern Gleichungen weit einfacher feyen, indem die erftere bloß 
die zwey Veränderlichen p und x enthält, aus welcher p dur) x, wos 
von F, G und H gegebene Sunctionen find, beflimmt werden muß, 
und ift diefe gefunden, fo hat man auf ähnliche Art die Größe q aus 
der andern Gleichung zu entwideln. Allein in den beyden obigen 
©leichungen find die beyden Veränderlichen r und s fo mit einander 
verbunden, daß man feine Methode Fennt, diefelben aufzulöfen, oder 
auch nur auf eine Gleichung, die bloß zwey Veränderliche enthält, 
zurädzuführen. Da wir alfo die Gewißheit erlangt haben, daß die 
erfteren Öleichungen, deren Auflöfung mit fo vielen Schwierigkeiten ver⸗ 
bunden iſt, mit Hülfe der angeführten Subſtitutionen auf die letztern weit 
Teichtern Gleichungen zurückgeführt werden fönnen, fo fällt wohl ohne 
Zweifel in die Augen, daß die Methode, diefe Reduction zu bewerk⸗ 
ftelligen, ſehr fchäßbare Beyträge für die Analyfis liefern werde. 


Anmerfung 3 
F. ‚343, Da alfo die uͤbereinſtimmung diefer beyden Auflöfungen 
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ſo tief verſteckt liegt, ſo wird es nuͤtzlich ſeyn, einen Ipesiellen deu 
genauer in Erwägung zu ziehen. Sey alfo 
F=ı1,G=o ıd H=o, 
fo werden die beyden erfteren Gleichungen zwiſchen: r und Ban 
Formen annehmen: 
_ 





I. +r— mA und 


I 


ll. — 2 — rs +As=B, 
die letztern aber: 





dp 2 


dq adp 
V.-—- +7, rPp=» 


und diefe hängen mit jenen ganz gewiß fo jufammen, daß 
d 
r=p+tqg ww s=--+pg 


ift. Um alfo wenigitens die Übereinfiimmung a posteriori zu erken⸗ 
nen, ſey C=— m?, fo gibt die dritte Gleichung: 
dp 


dx _ a alfo 
— - are. tane, P d 
Da nun | 
dp — m? 2 
amrp 


ift, fo wird man finden: 
s—=m:+-p+pg=m+pr=m(m-+r tang.mx), 
und durch Subftitution diefes Werthes in I erhält man: 








—d 
* tr? — 2mrtang.mx — 2m 4 ode 
ir _ r? — 2mr tang. mx — 2m? — A; 
dx 
die zweyte Gleichung aber geht, weil 
ds * m°’r 
m dem 


über in folgende: 


zum 281  mmm 


— — mx mre ung. m x am. tang 2 mx J 
_ m(A-+-2m’)r tung. mx — m’ — Am? HB; 
eliminirt man aus dieſen Oleichungen dr, ſo wird 
B=Am+4m. | ui 
Beil ‚aber | nn . 


ger per mungm, 
fo erhält man für die vierte Gleichung: 


dr - u 

7, = rn — amr tang, ne m—D, 209 
fo daß nn BE u 
D=m+Ää 


il. Die Übereinftimmung' unſerer Ofeijungen befteht demnach in de 
Relation der Conſtanten, daß wegen m — c 

D. A - C uw ——- ch 
wird. Aber eben dieſe Relationen finden auch im Allgemeinen Statt, 
denn bringt man die Gleichungen III und IV in eine Summe, fo 
wird man wegen 

... c+D=sAwp+g=r 
Ze : Ä 
— * STE Abo, 








Weil aber 2 =s—pq iſt, fo wird: 


Fdr + rar —d6 


dx For rn antantame 


oder- 


en _ G-Fnr+sdi-Fy=h, 


welches die erſte Gleichung ſelbſt iſt. Weil ferner 


dp — 
dr 8 — pg 


ift, fo gibt die Steigung II: 


Fe—- Fer tGp— H+c=o ‚oder 
 6=H-—-Fs-—p(G—Fı) 


die vierte Gleichung aber wird auf folgende Form zurückgefuͤhrt: 


I... 


w—— 20/4 


wo zuerſt einleuchtet, daß A = amß= fen; für die Auffindung der 

übrigen Coefficienten aber werden wir, wenn die Differenzialien der 

Logarithmen genommen werden, erhalten: J 
ds 


5 — F 
alſo 


dar tr) erraten 


und wenn man hier flatt s die angenommene Reihe fabftituirt ‚fo wird 
folgende Gleichung entftehen: 
oe = aßB + 2aßCv + 3aßDv’ + 4aßEv + 5aßF+ x. 
+ aöB + 2a5C + 3a45D + 4asE 
+ßyrB +aPßyrC +3ßyD +AßrE 
4 y5B + 2y5C -.3y5D 
— mßyA — mßyB — mßyC —mß,D — mßzE 
— naöA — nadB — nadöC —nadD — nadE 
— (m+n)y5A— (m-Ln)yöB — (m+n)y8C— (m--n)y5D 
und daher wird jeder Coefficient aus den vorhergehenden auf folgende 
Art beſtimmt: 


A am än 
Bo mßy-- nad A 
ap | 
(m — 1) 8614 62 ad nm (mn) yS 
= 2aß B+ ad A 
_ myby tan. | (mtn-n 
p FIT DE 8 
_ (m-3) Py+ (n—3) ad ad (mn — 2) yS 
ET 77 


ꝛe. | 
Sind alfo diefe Eoefficienten gefunden, und man ſetzt 
t — 4x8y nd u=yx--ö5y, 


ſo wird die Transformation einer jeden Differenzialformel ſich ſo ver⸗ 
halten, daß die Gleichung Statt findet: 


dmtnz dmtnz dmtng 
a) I) +B (on re) 
dmtng 
+ C 7 + ı. 





® 


#ı 
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u Aufgabe 62. 
$. 385. Die Natur einer Function jweyer Ver: 
änderlihen x und y gu beftimmen, wenn ihre Diffes 
rengialformel irgend eines Grades verfhwinden foll. 


aAuflödöfung. 
" Aus dem was wir im vorhergehenden Probleme von den Differen: 


‚zialformeln des dritten Grades, nachdem diefelben gleich Null gefegt 


worden waren, gezeigt haben, erhellt deutlich, daß die Auflöfung die: 
ſes Problemes, rückſichtlich der Differenzialformeln des vierten Grades, 
ſich auf folgende Art verhalte: 


I. Wenn (=) = o if, fo erhält man 
zart © eg) +ı3N +09). 
II. Wenn (= ie)” ° ift, fo wird 
«=rTO)+AN+EN+EH. 
IH. Iſt aber iz ar) = 0, fo erhält man 
.= 70) A0) —2604 060. 
IV. Iſt an = 0, fo findet man 
= TN+rAD)+IZO +). 
V. Wenn = =oiß, fo wird | 
sz=yl))HrAD HZ) H+OR); 








woraus zugleich der Kortgang auf die höhern Grade erhellt. 


Zufaß « 
$. 386. Da bier vier willfärliche Sunctionen erfcheinen, alſo 


eben fo viele, wie viele Integrationen ausgeführt werden muͤſſen, fo 
liegt eben hierin dad Kennzeichen der volftändigen Integration. 


Zuſatz a. 
$ 387. Ja, es laͤßt ſich auch amgelehrt leicht zeigen, daß die 


gefundenen Formeln der vorgelegten Gleichung entſprechen. So haben 
wir für den dritten Sal 
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—P6) HAN) 4-7204060 


gefunden, und hieraus erhalten wir durch Differenziation 
et (FD) IMHO αI 
smwegtene(5) = yZ"(x) + 9% (a), 
drittens ( 7) = Zu(x) und 


.. da ⸗ 
viertens (=) = 0. | 
Zu demfelben Refultate gelangt man, in welcher Ordnung man 


auch die Differenziation vornehmen mag, indem man entweder bloß x 
oder bloß y als veränderlich nimmt. 


\ inmerfung ı Be 

$. 388. Wir haben bisher angenommen, daß nur eine Differen: 
zialformel gleich Null fey; die Rechnung wird aber eben fo geführt, 
wenn eine folche Formel irgend einer Zunction von x und y gleich gelegt 
wird, wie ich in den folgenden Problemen zeigen werde. Nur glande 
ich noch das bemerken zu müjfen, daß, wenn V irgend eine Bunction 
der beyden Veränderlichen x und y bezeichnet, die Formel /V dx jenes 
Integrale ausdrüde, welches man erhält, wenn bloß x als veränders 
lich angefehen wird, daß aber in der Kormel /Vdy bloß y als variabel 
anzufehen ſey. Eben diefes gilt auch von den wiederholten Integra⸗ 
tionen, 5.8. bey /dx/Vdx, wo bey jeder Integration bloß x als 
veränderlich genommen wird, allein in dem Ausdrude /dy/Vdx muß, 
nachdem man das Integrale SVdx bloß in Bezug auf die Weränder: 
lihe x entwidelt hat, dann bey der zweyten Integration /dy/Vdx 
bloß y als veränderlich angefehen werden. Da es gleichgültig iſt, 
weldye integration zuerft ausgeführt wird, fo fann auch diefer 
Unterfchied aus der Bezeichnungsart weggefchafft, und diefes doppelte 
Integrale durch SV dxdy dargeftellt werden. Hieraus geht nun 
bervor, wie die Ausdrüde 


JSSVdx®dy oder SVdxdy und f"teVdxmdy® 
genommen werden müffen. Wir haben nämlich hier dem Integrationd: 
zeichen / Zeiger beygefiigt, wie man fie dem Differenzialzeichen d an- 
zubängen pflegt; und diefe zeigen an, wie oft die Integration: wieder: 
holt werden müſſe. - 
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inmerfung 2 


$. 389. Wir haben bier angenommen, daß die einzelnen zu. wies 
- derholenden Integrationen fo ausgeführt werden, daß Feine Relation 
jwifchen den zwey Veränderlichen x und y gu Hülfe genommen wird, 
und man muß diefen Umftand der Aufmerffamfeit um fo mehr würdie 
gen, da gewöhnlich in den Fällen, wo folche Integrationen nöthig, 
find, die Rechnung auf eine ganz andere Art auögeführt werden muß; 
denn iſt 3.8. irgend ein geometrifcher Körper vorgegeben, und man 
fol feinen förperlichen Inhalt oder feine Oberfläche beftimmen, fo er 
fordert die Entwidelung eine doppelte Integration don der Form 
SSVAxdy, wobey V eine beftimmte Function von x und y bezeichnet. 
Es Handelt fich alfo hier zuerft um das Integrale /Vdy, wenn x als 
conftant betrachtet wird. Iſt diefe Integration ausgeführt, fo muß 
man auf die der Integration Horgefchriebenen Graͤnzen Ruͤckſicht nehmen, 
Wenn nämlich für die eine Gränze feftgefeßt ift, daß das Integrale 
JVdy für y=o verfchwinden fol, fo ijt diefes für die andere Graͤnze 
fo weit auszudehnen, bis y irgend einer gegebenen Zunction von x 
gleich wird. - Nachdem nıan aber dieſes Integrale SV-dy auf diefe Arc 
beftimmt hat ‚ fo fchreitet man zur Integration der Sormel dx/Vdy) 
in welcher die Größe y nicht mehr erfcheint, wenn an ihre Stelle 
irgend eine beftimmte Function von x fubftituirt worden it, und es 
enthält nun in der That jener Ausdruck bloß die Veränderliche x. Iſt 
alſo die erſte Integration ausgefuͤhrt, ſo muß man ſich vorſtellen, daß 
die Veraͤnderliche y in eine Function von x übergehe, weiche man bey 
der zweyten Integration, bey ivelcher x’ ald veraͤnderlich erfcheint, 
feineswegs als conitant betrachten fann. Hieraus leuchtet ein, daß 
dieſer Sal durchaus abweiche von jenen zu wiederholenden Integratio⸗ 
nen, welche wir hier betrachten,. und wir nehmen um fo weniger bier 
“auf diefen Kal Rüdfiht, da jene befondere Melation bloß bey dem 
Ausdeude S/Vdxdy Statt finden fann; den übrigen Sällen aber, 
wo dad eine Differenziale dx oder dy öfter erſcheint, geradezu wider: 
fpricht. Wir abftrahiren deßhalb mit vollem Rechte von jeder Relation, 
welche nach Vollendung der einen Integration zwiſchen den beyden 
Veraͤnderlichen x und y etwa feſtgeſetzt werden könnte. 


Aufgabe 63. 


§. 390. Die Natur der Sunction z zu beftimmen, 
wenn irgend eine Differenzgialformel des dritten 
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oder eines höhern Grades einer Function der beyden 
Veraͤnderlichen x und y gleich iſt. 
Auflöfung. 


Sen V irgend eine Bunction der Veränderlichen x und y, und 


indem wir mit den Ausdrücken des dritten Grades beginnen erſtlich 
1) = V, fo wird man, wenn bloß x als veränderlich geuommen 


wird, erhalten: | 
( =/Vds+ Tl); . 

ferner aber | 
(Z)=s4xsVarte ln) +AH)=ssVix+sT)+ 20) 
und endlich 

s=fVder +2 THAN) HEN. 

Eben fo erhellt, daß für (75,) = V die Gleichung 

z= fVdrdy+xTy) AG) 4260 
erhalten werde. Iſt aber ( 5) —= V, fo findet man: 

zer Vic HTWHADdH+ERN, 
und wenn (5* = V iſt, fo wird man haben: 

z=f VIE HT) HYARD) HER). 


Schreiten wir zu den Ausdrüden ber höhern Grade fort, fo 
werden wir auf diefelbe Art folgende Nefultate finden: 








wenn ( = V if, fo wid 
z=/VYdr )äAG)) -x20) 4 00) 

wenn (775) = V ill, fo wird 
z=fVdedy rt) HAÄAÄN)HSN He; 

wenn (55) = YV ift, fo wird 
z=/'Vded”? +HslG)+AG)+YZ() + Ole); 


—. wenn ( ray 2 v iß, fo wird ö | 
2 : = /+Vdrdy um’ TG) + y?A(x)' + yZ(x) ++ e@; " 
| won (7) = Vi, ſo wird | 


 zeftVier +4, TOA+FID o 
md bie Rechnung für die höhern Grade bedarf keiner weitern Erflärung. 


| J Zuſatz 1. PTR 
$ 391. &o wie dad Integralzeichen in dem Sinne genoranten, 
wie ed im erſten Buche geſchah, die durch, Integration. eingeführte 
Conflante ſchon an und für fich enthält, eben fo muß man’ fi) duch 
Bier vorftellen, daß die durch Jutegration eingeführten wilffürkihen 
Zunetionen ſchon in der Integralformel enthalten feyen, f daß man 
nicht nöthig hat diefelben auszudrücken. 


3ufaß =. 


$. 392. Für die Gleichung (=) — V iſt es demnach ſchon 


hinreichend, das dreyfache Integrale durdy den Ausdruck z=/’Vdx?’ 

anzudeuten, welche Formel die oben hinzugefügten Theile 
2TP’(y)+xAG) +20) 

ſchon in fich begreift. Eben dieß gilt auch von den übrigen. 


3ufag 3. 
$. 398. Hat man alfo allgemein die Gleichung 


dmatnz 
(=; =V 


fo ftellt man ihr Integrale ſogleich auf folgende Art dar: 
z = f"te Vdxedy®, 
und diefer Ausdruck enthält feiner Bedeutung nad) ſchon alle jene will» 


kürlichen Sunctionen, m + n an der Zahl, bie durch eben ſo viele 


Integrationen eingeführt werden. 


Anmerfung. 
F. 394. Dieß find die einfachſten Fälle, welche in diefed Kapitel 
zu gehören ſcheinen; für die verwidelteren aber laſſen ſich kaum bes 


N 


„m 300 Bm 


flimmte Vorfchriften geben, da man erft angefangen hat, diefen Zheil 
der Integralrechnung auszubilden. Indeß fieht man denn doch fchon 
jept, daß, wenn fih verwideltere Gleihungen, mittel irgend einer 
Zransformation, auf diefe ganz einfachen Bälle surüdführen laſſen, 
auch die Integration derſelben in unſerer Macht ſeyn werde. Übrigens 
halte ich es nicht für nöthig, diefen Gegenſtand ausführlicher zu ber 
handeln; ich gehe demnach zu den fhwierigeren Sällen über, und zu 
denjenigen, die fo befchaffen fi ind, daB fie mittelft Steigungen de 
niedern Ordnungen entwidelt werden Fönnen, woraus wir eine vors 
zügliche und ziemlich umfaflende Methode, deren wir uns oft nicht 
ohne glüdlichen Erfolg werden bedienen Fönnen, äbzuleiten i im Stande 
ſeyn werden. Indeſſen werde ich in diefer Abhandlung nicht: zu weit⸗ 
läufig feyn, denn es wird hinreichen, die vorzüglichen, bioher befann- 
ten Quellen x nachguweilen, 
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Kapitel AL 


Bon der Sntegrafion höherer Gleihungen durch Reduction auf 
ER . - niedrigere, 


0 Aufgabe 64 
$. 395. D;. Sleihung des dritten Grades 


. (& = .s 
fey dägibeng d die Natur der Function z zu beffimmen. 
f | Auflöfung. | 


"Man nehme an, diefer Gleichung Ieifte folgende einfachere des 
eriten Grades Genüge: 
dz 
(2): — nZ; 


da man num hieraus durch Differenziation erhält: 
de 2 dz 
in) = n (z = n?Zz, 
und hieraus ferner | 
| . | = = n? (9) = n’z, 
fo. iſt einleuchtend, daß der Forderung Genüge geſchehe, wenn n a⸗ 
iſt, und dieß kann auf dreyfache Art erfolgen, denn es if 
J .’un=a, ode 


U. — zetve oder 
IN, n - Io. 


Fũr jeden dieſer Werthe ſuche man alſo das vollſtaͤndige Gate: 
grale der Gleichung (2) — nz, fo werden diefe drey Integralien 
mit einander verbunden , das vollſtaͤndige Integrale der vorgelegten 
Gleichung. darſtellen. Da aber in der Gleichung (5) 222die 
Groͤße y als conſtant betrachtet wird, fo wird Ä 


zum 702 SER 


ds = nzdx oder = = ndıx 
feyn, und hieraus ergibt fi: | 
lz=nxı +1Il(y) der s=e:l(y). :. 

Dan gebe nun dem n jene drey Werthe, fo findet man -für bie 

vorgelegte Gleichung: 
Zı tv ax IV, 
s=e:T(g)+e Ad)te ° Zn 
Da aber “ 


em ⸗ co.m + V—-ı sin.m, 
iR, fo wird man durch Die Bormänderung der willkuͤrlichen Functionen 
erhalten: 


2—enT(y) pe ?* cos, Y 





An) te rein. 20). 


‚„axv3 
3ufap 1. 


G. 396. Dieſes Integrale laͤßt ſich auch in folgender Form 
darſtellen: 


z= est) a0) (rn), 


wobey Y irgend eine Bunction von y bezeichnet. 





3ufag = 

$. 397. Weil drey Integrationen erforderlich find, und bey jeder 

die Größe y als conftant behandelt wird, fo löfe man die Gleichung 

d’z — a?’zdx? nach den Vorfchriften des erften Buches auf, und 

führe flatt der drey Conſtanten beliebige Funetionen von y ein, fo 
erhält man diefelbe Auflöfung. 


Aufgabe 65. 


$. 398. Sey gegeben folgende Gleichung eined 
beliebigen Grades: 


Pe+Q(Z)+R e I) arte +i=, 


wo die Budhflaben P, Q, R, S, T, x. was immer für 
Suncetionen der beyden Veränderliben x und y be 
zeichnen, die Natur der Junction z zu beftimmen. 


RR 
Beute 
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Auflöfung. 


Da bey allen auszuführenden Integrationen die Größe y immer 
als conftant angefehen wird, fo muß man diefe Gleichung bloß als _ 


eine Gleichung zwifchen den zwey Veränderlichen x und z anfehen. 


“ Man wird daher nach den Vorfchriften des erften Buches folgende 


Bleichung zu behandeln haben: 
dz Rd?z Sd’z Tdtz 
Pa 4 Ir 4 ur 4 Sr Tr +...=0 
Wenn die Auflöfung diefer Gleichung gelingt, fo hat man weiter 
nichts zu thun, als fatt der, durch die einzelnen Integrationen ein⸗ 
geführten Eonftanten beliebige Functionen von y zu fchreiben. Auf 


. diefe Art wird man das verlangte Integrale erhalten, und zwar das 


volljtändige, wenn fich diefe Gleichung vollfländig integriren (br 


Zuſatz ı 
$. 399. Wenn alfo die Buchftaben P, Q, R, S, ꝛc. confiante 
Größen bezeichnen, oder bloß die Veränderlihe y enthalten, fo ge⸗ 


: Tingt die Integration jedesmahl, weil wir im erften Buche foldhe 


Gleichungen allgemein zu integriren gelehrt haben. 


3ufag a 

$. 400. Kerner gelingt u. die Auſtsſang der Gleichung 
Ac+ BAα( * + Dx’ m +...=0, 
ed mögen die Buchftaben A, B, C, D, ... conftante Größen, oder 
bloß Sunctionen von y bezeichnen. Ä oo. 

| 3ufaß 3. 

.$. 401. Wenn aber auch diefe Ausdrüde nicht gleich Null find, 
fondern beliebige Bunctionen von x und y bezeichnen, fo gelingt dem- 
ungeachtet die Auflöfung nach den in den. lepten Kapiteln des eriten 
Buches gelehrten Vorfchriften. 

inmerfung. 


-$. 402. Das Geſagte laͤßt ſich auch noch viel weiter ausdehnen 
auf alle Gleichungen, in welchen feine andere Differenzialausdrucke 


erſcheinen, als: aꝛ, dz 
(6). 6) 6040 
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welche bloß die Veraͤnderliche x enthalten; denn wie auch jene Formeln 
mit den endlichen Größen x, y und z verbunden feyn mögen, foge - 
hört die Gleichung doch immer in dad Gebieth ded erften Buches, weil 
bey allen Integrationen, welche auägeführt werden müflen, bie Größe’ 
y immer als conftant behandelt wird. ind endlich die Integrationen 
audgeführt, fo befteht der Unterfchied nur darin, daß ſtatt Der will: 
fürlihen Conftanten, willfürlihe Sunctionen von y in die Rechnung 
eingeführt werden. Es wäre überflüfjig, bier zu erinnern, daß dab, | 
was über die eine Veränderliche y gefagt wurde, auch eh ichtlich der 
andern x gelten müffe. 


Aufgabe 66. 
$. 403. Die Sleihung 


(3) +) (@) - +ea=o 
ſey gegeben; die Natur der Function z * —** 
Auflöfun in 

Es fällt leicht in die Augen, daß diefer Gleichung die einfache 
Gleichung (9) — az Genüge leiſte, daher wird z— err, 
Sehen wir alfo z= e::v, fo erhalten wir: 
= +) Dr 
und daher ift 
(2 = e:* (#v + 2a (£) + (Z)) und 
) (5) + ))- 


Merden diefe Werthe fubftituirt, und Die Gleichuns durch e⸗: 
dividirt, ſo werden wir erhalten: 


d2v d?2v 
(T=) rb nn) 


Weil nun hier durchaus (2) erfcheint, fo ſeben wir (Z)=: 


und ed wird 
u u 
(zZ) +® (5) 





J 


küreiben wir alſo | 


h 


2 
* 


— 
m 
Dan 
» 

Be 
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das utegrab⸗ hiervon ift‘ 


fg—bi)=u; 
| “a (2 =—-bDg—bn) 
damit wis erhalten: 
verg-bd+a0,. 
and daher wird das gefuchte Sntegrale feyn: 


z= er" (T(y—bx) +A0)), 
welcher Ausdruck wegen der beyden willfürlichen Sunctionen bas voll- 


ſtaͤndige Integrale ift. 


Aufgabe . 
F. 404. Die Gleichung 


o= (+25) — Ga+ 31) (1) + 5) *4 6) 
m: nl“ rein 





- fey gegeben; die Natur der Function z aufzufinden. 


R | 


Auflöfung. 
Diefe Gleichung ift fo befchaffen, daß ihr die Gleichung z — e* 
offenbau Genüge leiftet; fegen wir alfo z= e"v, und wir werden 
erhalten: 


++ Q) = 
CO ET Es > 
a7) = -[(@ )+ (1 
2) AA] 


(= [+ +] 


Durch Subftitution diefer Werthe erhalten wir folgende ziemlich 
einfache Gleichung: 


o=: (a-+ 3b) (2) +b (=) +e (=): 


Ä bey welcher die Bequemlichkeit Statt indet, daß in den einzelnen 


Euler's Integralrechnung. II. Bd. 20 


— 5300 = 


Gliedern der Ausdrud (7) erfcheint; wird daher (2) mu: 
gefebt, fo ergibt fich folgende Bruns des erſten Grades: 
(430) 46 9)* (8 
hieraus erhellt, daß, wenn 
du=pdx + qdy 
(a + 3b) u bp cqgm=o 
feyn müffe, welche Gleichung auf folgende Art aufgelöft wird. 


Da man für a-3b = f erhält: 


bp fu nn. 
ya T Ti fo wird 


bpdy ör 
c 


geſeht wird, 


oder. 
ic — bdy _ : (du u-+ 4) 8 fan = + —), 


und fo muß nothwendig = eine $unction von x — = ſeyn, und 
daher wird | 


RT 





een und 
— d?v 


Weil nun y als conftant angefeen werden muß, fo gibt die erfte 
integration: . 


und die andere: 


— T&-Z)+AN+2O). 


Wird daher a + 3b = f gefeht, fo iſ das vollſtaͤndige Inter 
grale der vorgelegten Gleichung : 





x — 


=. “r(s - 2) + exAG) + 020). 


Aufga b e 68. Ä 
$. 405. Die Differenzialgleihung des dritten 


| 
\ 
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Brades 


rer 2) + 3P ) p — 


. —** HEUTE 


‚wo P und Q was immer für Sunctionen von x undy 
feyn mögen, fey gegeben; die Natur der Function 2 
in beftinimen. 
Auflöfung. 
Wenn fih aus der gegebenen Form leicht erfennen Täßt, daß der 
Werth e* flatt z geſetzt Genüge leifte, fo fömmt man durch die Sub⸗ 
flitution z == e*v “ folgende Gleichung: 


Fr) > 
welche ferner, wenn man (=) — u feßt, fo daß v=//fudı? 
iſt, übergeht in folgende Form: 
r 6)* 
Man ſetze du=pdx -- 4dy, fo wird 29 Pp, alſo 
* W, und daher 


du =p (dx + _ ar); 


und hieraus erfieht man, daß die.Größe p * beſchaffen ſeyn muß, daß 
die Formel | 
dx + n dy 
burcheſie multiplieirt integrabel werde. Man fuche alfo einen Multis 
plicatoe M, welcher den Ausdrud 
Qdx + Pdy integrabel macht, fo daß 
| JM (Qdx-+Pidy) = s 
u in. Ich nehme alſo an, daß man die Function s von x und y beſtim⸗ 
men könne, fo werden wir wegen 


du = Mo — erhalten, woraus —* daß = wo eine Function 


der * 0 bezeichne. Wird alſo —— Q = T (s) gefest, fo erhält 


so * 


| za 208 cz 
oder eines höhern Grades einer Function der beyden 
Veränderliden x und y gleich if. 
Auflöfung. 


Sey V irgend eine Function der Veränderlichen x und y, und 
indem wir mit den Auddrüden des dritten Grades beginnen , erftlih 


1) = V, fo wird man, wenn bloß x ald veränderlich genommen 
wird, erhalten: 
(Z)=enattn . 
ferner aber | 
(Z)=/8/ Vic H WHITE t+ePO)+a0 
und endlich | | 
z=fVde +ieP)HAN HIN. 
Eben fo erhellt, daß für (= = 7) = V die Gleichung 
z= fVdxdy+sPNM +) +ZC) 


erhalten werde. Iſt aber ( 1) = V, fo findet man: 


ze f’Vdxd? +) ) +, 
und wenn ( =) — V ift, fo wird man haben: 
z=fVd?’ + PYISJH+YAD +). 


Schreiten wir zu den Ausdrüden der höhern Grade fort, fo 
werden wir auf diefelbe Art folgende Refultate finden: 








wenn (= = V ift, fo wird 
z=/VYder -lG)+rRAGH) -x20) + Ol); 
wenn (77775) = V it, fo wird 
z= SVdedy He TG) HAN HEN H+IH; 
wenn (655 = V iſt, fo wird 
z=/!VYdrd? +xsIG) FAT) HIER +09); 


— 29 — 


wenn ( ip =V i® fo wird 
æ ⸗vaxap m 10 +ram + Y2 (x) + 0); - 
| —E = v iR; fo wird | | 


| z=/fViy + „Tg ra) FYZR + O0); 
md bie Rechnung für, die höhern Grade bedaif feiner weitern Erflärung. 


. u Zufag 1. ae 

g. 391. So wie das Integralzeichen in dem Sinne genommen, 
wie ed im erften Buche geſchah, die durch, Jntegration eingeführte 
Conſtante ſchon an und für ſich enthält, eben fo muß man fi) auch 
bier vorſtellen, daß die durch Jutegration eingeführten willfürhichen 
Zunectionen ſchon in der Integralformel enthalten feyen, » daß man 
nicht nöthig hat diefelben auszudruͤcken. 


Zuſatz =. 


$. 392. Zür die Gleichung (= ) — V ift es demnach ſchon 


hinreichend, daß dreyfache Integrale durch den Ausdruf z= /’Vdx’ 
anzudeuten, welche Formel die oben binzugefügten Theile 

2) + xAGy) +30) 
fhon in fich begreift. Eben dieß gilt auch von den übrigen. 


Zuſas 3. 
F. 398, Hat man alfo allgemein die Gleichung 


datnz 
(en =V 


fo ſtellt man ihr Integrale fogleich auf folgende Art dar: 
z = fata Vdxndy, 
und diefer Ausdruck enthält feiner Bedeutung nad) ſchon alle jene will» 


kürlichen Sunctionen, m-+- n an der Zahl, bie durch eben ſo viele 


Integrationen eingeführt werden. 


Anmerfung. 
F. 394. Dieß find die einfachften Bälle, welche in diefed Kapitel 
‚zu gehören feinen ; für die verwidelteren aber laſſen fih faum be: 


N 


zum 500 Em 


ftimmte Vorfchriften geben, da man erft angefangen hat, diefen Theil 
der Integralrechnung auszubilden. Indeß fieht man denn doch ſchon 
jept, daß, wenn fi verwideltere Sleihungen, mittel irgend einer 
Transformation, auf diefe ganz einfachen Bälle surüdführen laſſen, 
auch die Integration derſelben in unſerer Macht ſeyn werde. Übrigens 
balte ich ed nicht für nöthig, diefen Gegenſtand ausführlicher au be 
handeln ; ich gehe demnad zu den fchwierigeren Faͤllen über, und zu 
denjenigen, die ſo beſchaffen ſind, daß ſie mittelſt Gleichungen der 
niedern Ordnungen entwickelt werden koͤnnen, woraus wir eine vor: 
zügliche und ziemlich umfaflende Methode, deren wir und oft nicht 
ohne glüdlihen Erfolg werden bedienen fönnen, äbzufeiten i im Stande 
ſeyn werden. Indeſſen werde ich in diefer Abhandlung nicht zu weits 
läufig feyn, denn es wird hinreichen, die vorzüglichen, bisher bekann 
ten Quellen x nachguweilen, | 


— 301 m 


Kepitel AL 


Don der t Integtation höherer Gleichungen durch Reduction auf 
VE See - niedrigere: 


Aufgabe 64. | 
$. 395. Di Gleichung des dritten Grades u 


. (& mas 
feh gegeben; die Natur der Function z zu beffimmen. 
4 | Auflöfung.. . 


"Man nehme an, diefer Gleichung leijte folgende einfachere des 
erſten Grades Genuͤge: | 
.& == 123 


da man nun hieraus durch Differenziation erhält: 
d2z dz 2 
) ee 


und hieraus ferner 


ds 
. (5) = n? (2) = wi 


fo. iſt einleuchtend, daß der Forderung Genüge' geſchehe, wenn nꝰ *a⸗ 
iſt, und dieß kann anf drepfache Art erfolgen, denn es iſt I 
EEE I. a S a, ode - 

IL.n= — a, oder 

II, n— — * a. 


Kür ieden dieſer Werthe fuche man alſo das vollſtaͤndige gute 
grale der Gleichung (2) ze nz, ſo werden dieſe drey Integralien 
mit einander verbunden, das vollſtändige Integrale der vorgelegten | 
Steichung, darſtellen. Da aber in der Gleichung = = nz ‚Die | 
Größe: y als conſtant betrachtet wird, fo wird Ä 


zum 7502 mE 


ds = ngzdx oder = = nd 
feyn, und bieraud ergibt fi: 
ls =axr +1If(y) der ss = e:Tl (y). 
Man gebe nun dem n jene drey Werthe, fo findet man -für die 
vorgelegte Gleichung: 
Zırva ax — 2 a 
s=meTg)te An)te ° 20) 
Da aber 


em v⸗ _ co.m + Vv—ı sin. m, 


ik, fo wird man durch die Gormänderung der- willfürlichen Functionen 


erbalten: 


z—e:"I(y)te x 008. 





3u ſ ab 21. 
9. 396. Dieſes Integrale laͤßt ſich auch in folgender Korm 
darſtellen: 
—ν tag) (XAV), 


wobey Y irgend eine Function von y bezeichnet. 


Zuſatz =. 
$. 397. Weil drey Integrationen erforderlich find, und bey jeder 
die Größe y als conftant behandelt wird, fo löfe man die Gleichung 
d’z — a?zdx? nach den Vorfchriften des erften Buches auf, und 
führe flatt der drey Gonftanten beliebige Funetionen von y ein, fo 
erhält man diefelbe Auflöfung. 


Aufgabe 65. 


$. 398. Sey gegeben folgende Gleichung eined 
beliebigen Grades: 


tr) HE) HT) 


wo die Buchſtaben P, Q, R, S, T, x. was immer für 
Sunctionen der beyden Veränderliden x und y be 
zeichnen, die Natur der Zunction z zu beftimmen. 


Ay) te? ein V. j 


m 505 ——— 
Auflöfung. | J 
Da bey allen auszuführenden Integrationen die Größe y immer 
als conflant angefehen wird, fo muß man diefe Gleichung bioß ala _ 
‚eine Gleichung zwildhen den zwey Veränderlichen x und z anfehen. 
Man wird daher nad den Rorfchriften des erften Buches folgende 
@leichung zu behandeln haben: 
dz Rdtz Sd’z 47 
Pa 4 N 4 St Sr Tr +...=0 
Wenn. die Auflöfung diefer Gleichung gelingt, fo hat man weiter 
nichts zu thun, als ftatt der, durch die einzelnen Antegrationen ein» 
geführten Conftanten beliebige Zunctionen von y zu fchreiben. Auf 
diefe Art wird man das verlangte Integrale erhalten, und zwar das 
vollitändige, wenn fich diefe Gleichung vollfländig integriren pt 


| Zuſatz ı. 
$. 399. Wenn alfo die Buchftaben P, Q, R, S, ıc. confiante 
Größen bezeichnen, oder bloß die Weränderliche y enthalten, fo ge: 
Tingt die Integration jedesmahl, weil wir im erften Buche folche 
Gleichungen allgemein zu integriren gelehrt haben. 








| Zuſatz 2 J 
$. 400. Ferner gelingt auch die Audſange der Gleichung 
dr J d? 
Ax + Bx 2)+r=(z +02 (7) +: 0, 


ed mögen die Buchftaben A, B, C,D, ... conftante Größen, oder 
bloß Sunctionen von y bezeichnen. | | 


Zufaß 3. 

‚$. 401. Wenn aber auch diefe Ausdrüde nicht gleich Nulk find, 
fondern beliebige Bunctionen von x und y bezeichnen , fo gelingt dem: 
ungeachtet‘ die Auflöfung nad) den in den legten Kapiteln des eriten 
Buches gelehrten Vorfchriften. 

Anmerfung. 


-(. 402. Das Gefagte läßt ſich auch noch viel weiter ausdehnen 
auf alle Gleichungen, in welchen Feine andere Differengialausprüde 


erſcheinen, ale: Dr 32 
(2) ' (7: =), G 15) 








— 204 — 


wo zuerſt einleuchtet, Daß A = a" Pf» fen; für die Auffuduig 

übrigen Coefeienten aber: werden wir, wenn die Diferenpalin 

Logarithmen genommen "Werden; erhalten: N 
} de ° my“ nd | F 


sdv Im Tr ur — 


ai 
dad Hrn) (ehr ae | 


und wenn men bier ftatt s die. angenomniette Reihe Ar 4 
folgende Gleichung entfliehen: 
° — aßB + 3aßCrv + 3«ßDv: H4sßEr {7} 
“+ aöB +. 2460 .+ 3asD ask | 
+ BrB +sßrct + 36,D -FAßık 
+r5B + 3y5C:, ji 373D 
—ußyA. — mßyB —mßyC —mßrD — mPyE 
— nadA — nadB — nadl — na5D —.nadE 
oo — (m+n}y5A— (m-+n)yB— — (a+0)y5C— Amts)! 
und Daher wird jeder: Saeffein aus den "vorhergehenden ua 
Art befimmt: u 


X a 


A = am ßn J 

B —Afytrei A 

” aß ' 
mon)Byt@a-—ı)ad (m+n) y3 

‘= POT HEFT Tune 
wey)pyra— na (m+n—ı) y3 

= 3aß - + 3aß B 
— (m-3) er @—3) ad, ,„ (m+n—3) y3 
ne ng 2 ut 


Ä ꝛe. 
Sind alſo dieſe Coefficienten gefunden ‚ und man feßt 
t=ax+fy und u=yx + 5y, 


fo wird die Transformation einer jeden Differenzialformel fi fo 
balten, daß die Gleichung Statt findet: 


=) = A dmtag datng 
dxımdyn ne) +B (Fr) 
dmtng 
+c dimtn—s du? 4 


— 305 — 


das Sutegrale hiervon ift‘ 
fg—bsı)=u; 
ihreiben wir alfo 
(ren 
damit wir erhalten: 
vw =eTW-by+äN), 
und baher wird das gefuchte Integrale ſeyn: 
z = eu: (T(y—bx) + Aly)), 
welcher Ausdruck wegen der beyden willtütlichen Functionen das voll⸗ 
ſtandige Integrale iſt. 


Aufgabe 64. 
$. 404. Die Gleichung 


J—— 2) +e G)+: (a) 


a) ** (= )*60 (174) 


fey gegeben; die Hatur der Sunetion z aufzufinden. 
Auflöfung. 

Diefe Gleichung ift fo befchaffen, daß ihr die Gleichung z — e* 

offenbar Genüge leiſtet; feßen wir alfo z= ev, und wir werden 


erhalten: 


627646 06 
( ne +]; 
(5) I) + )] 
= —A BAAR] 
= +10) + +] 


Durch Subfitution diefer Werthe erhalten wir folgende ziemlich 
einfache Gleichung: 


om (a+ + 3b) (Z) +b (5) +e (Fu)! 


bey welcher die Bequemlichkeit Statt ſindet/ daß in den einzelnen 


Euler's Integralrechnung. III. Bd. 20 
v 








— 300 — 


dx? 
gefebt, fo ergibt fi) folgende Gleichung des erflen Grades: 
o=a+3)urb (7 du\, 

hieraus erhellt, daß, wenn 

du = pdx + qdy | 
(+3b)urbp-ceg= o 
feyn müffe, welche Gleichung auf folgende Art aufgelöft wird. 

Da man für a + 3b = f erhält: 


Sliedern der Ausdruck Ev erſcheint; wird daher (6* 


geſeht wird, 





b f . 
gea——Z--, fo wird - 
anne oder. 
is I! Ce .+-2)=} = +. 7), 


and fo muß nothwendig = eine Sunction von x — u ſeyn, umd | 

daher wird 
u+ = f(cx— by) un 
— fy 


u=e ° T“ (x — 2)= (72)- 


Weil nun y ald conftant angefehen werden muß, fo ‚gibt die erſte 
integration: 





(£)=: =y (<- 2) +80, 


und die andere: 


‚er rl — +2. 


Wird daher a + 3b=f gefeßt, fo das vollfländige Sate 
grale der vorgelegten Gleichung: 


x — 


ae “r(« -2)+ exAG) + 20). 


Aufgabe 68. 
F. 405. Die Differenzialgleihung des dritten 


. . Wi 307 mm 
Zrades 


= Pa 3P & + 3P @- (3) | 
| RR 


wo P und Q was immer für Zunctionen von x undy 
feyn mögen, fey gegeben; die Natur der ſunetion 2 
zu beſtimmen. 
Auflöfung. 
Weann ſich aus der gegebenen Form Teicht erkennen läßt, daß der 
Werth er flatt z gefebt Genüge leifte, fo kömmt man duch die Sub: 
flitution z = e*v auf folgende Bleichung : 


(u) ——— 


welche ferner, wenn man (7) — u feßt, fo daß v=—=//udx? 
ift, übergeht in folgende Form: 


— e — =) +0Q (7 — 0. 
Fi fege du=pdx + gdy, fo wird Qq=Pp, alſo 
= W, und daher 


du=p(ix+ dr); 


und hieraus erfieht man, daß die Groͤße p fo befchaffen feyn muß, daß 
die Sormel | 

dx 4 n dy 
durch fie multiplieirt integrabel werde. Man fuche Alfo einen Multis 
plicator M, welcher den Ausdrud 

Qdx + Pdy integrabel macht, ſo daß 

/JM(Qdxs+Pdy) =s 
ia. Ich nehme alfo an, daß man die Sunction s von x und y beſtim⸗ 
men Fönne , fo werden wir wegen 
e Qdx -+ P'dy = * 

du = Bro erhalten, woraus hervorgeht, daß -. mo eine Function 
der Größe ⸗ bezeichne. Wird aljo = = T! (s) geſetzt, fo erhält 


30 * 


3086 ee 


man fogleih) u=T'‘(s) und daher v—= Sdx/dxI‘(s), wo bey jede |! 
der bepden Integrationen die Größe y als conftant angefehen wird. !ı 
Es wird ſich deßhalb unfer Problem auf folgende Weiſe auflöfen Laffen: | 
Für die Differenzialformel Qdx + Pdy fuhe man einen fi 
integrabel machenden Multiplicator M, fo daß 
M(Qdx-+-Pdy)=ds . 
wird; bat man diefe Function von s von x und y gefunden, fo wirt 
man erhalten: 
z = e:/dxs/dxl'(s) + exA(y) + o&(y). 


Anmerfung. 


F. 406. Bey diefen Gleichungen findet die Bequemlichkeit Statt, 
daß fie durch die Subflitution z = e*v eine folche Form annehmen, 
welche fich Teicht auf eine einfache, im erften Abfchnitte betrachtete 
Form zurüdführen läßt. Denn obgleich die Differenzialien des dritten 
Grades nicht getilge wurden, fo verfchwanden dennoch die ubrigen 
Glieder aus der Rechnung, fo daß man dann die neue Subftitution 


ie) = u gebrauden, und mit Hülfe derfelben zu einer Differen: 


jialgleichung des erften Grades gelangen konnte. Es würde demnad 
eine einzige Subftitution zu demfelben Ziele geführt Haben, wenn wir 
fogleih z = e* Sfudx? gefegt hätten. Es wäre zu winfchen, dai 
man Vorfchriften befäße, mit Hülfe deren derley Subflitutionen Teicht 
erfannt werden könnten. Indeſſen wird man feinen Zwed erreichen 
fönnen, wenn man das lepte Problem G. 209 , welches viel allgemei⸗ 
ner iſt, zu Hülfe nimmt. 


Aufgabe 6. 


F. 407. Sey gegeben die Differenzialgleihung 
des dritten Grades: 


0=(P+ 92-7430) (22) +@-+39 (2) — (=) 


a) Frl) ale) 
dy dxdy dx?2dy) 
wo P, Qund R was immer für gegebene Bunctionen 
von x und yfeyn mögen; die Natur der Function z zu 
beftimmen. 
|  Auflöfung. | 
Bedienen wir und derfelben Subftitution z = e“v, die wir bie: · 
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Ber gebraudt haben, fo wird die vorgelegte Gleihung in folgende 
ttandformirt: 


o=?’ (2) — U) - R (1007 dy)' 


wobey bie Bequemlichkei Statt findet, daß wenn ( = u ges 


febt wird, nachſtehende Differenzialgleichung des erften Grades zum 
Vorſchein koͤmmt! 


rt )-RlT) 


und ed ift Daher zu unterfuchen, was für eine Function von x und 7 
Die Größe u if. Segen wir alfo, ed fey 
du =pdx + qdy, 
fo gibt jene Bedingungsgleichung die Relation 
| Pu=0Qp-+Rq, | 
und wir bilden daher nad) dem oben, $. 209, angeführten Kunſtriffe 
nachſtehende drey Gleichungen: 
Ldu=Lpdx - Lqdy 
MPudx := MQpdx + MRaqdx 
NPudy = NQpdy -—- NRqdy, 
und Ddiefe werden, in eine Summe gebracht, folgende Gleihung 
geben: 
Ldu-+-Pu(Mdx -Ndy)=p((L + MQ) dx + NQdy), 
++ q ((L-++ NR) dy -FMRdz). 
Da bier bie drey Größen L, M und N willfürlich find, fo fee 
man zwifchen denfelben zuerft eine folche Relation feft, daß die beyden 
heile des letzten Gliedes einen gemeinſchaftlichen Factor erhalten. 
Sey naͤmlich 
(L-MQ): NO=MR:(L--NR) ode 
L=—MQ—NR, 
und wir werden erhalten: 
— -d: u(MQ -+- NR) Pu(Mdx-+ Ndy) = (Mq—Np) (Rdx — Qdy). 
Nun fuche man einen Multiplicator T, welcher den Auoͤdruck 
Rdx — Qdy integrabel madıt, fo daß 
T(Rdxr— Qdy)=ds 
wird ; daher wird man fowohl die Function T ale s als befannt an- 
fehen Fönnen, und wir erhalten: 


| | — — 311 BEE 


JS: (Mdx +Ndy) 
MQ --NR 
welche Beſtimmung immer als ausführbar betrachtet werden Fann, ' 


— lo, | 


an Anmerfung. 


$. 410. Da die ganze Rechnung ſogleich dahin gefühet wird, daß 
Die Function u aus der Gleichung 


du 
Felt): 
beftimmt werden muß, fo wird man die Auflöfung, ohne jene Um⸗ 
fchweife, deren wir und bey der obigen Auflöfung bedient haben, 
weit leichter auf folgende Art ausführen Fönnen, wodurch man einen 


fhönen Zufag zum erſten Abſchnitte erhält. Man fege 
(3) = LMu mb (7 = LNu, 


fo wird erſtlich 
| P=L(MQ-I-NR), und daher 


ift, erhalten: 
| AM L(Mdr + Na) = Het en ul | 
wo die Größen M und Nf genommen werden müffen, daß die In⸗ 
tegration gelingt, und da dieß auf unzählige Arten gefchehen Fann, fo 
iß die hieraus fich ergebende Auflöfung als vollftändig anzufehen. 
Kennt man aber ein particuläred Integrale, fo wird fich daraus die 
vollftändige Auflöfung weit bequemer auf folgende "Art beftimmen . 
laſſen. Man fege, nämlich 

da _P«Mdx-+-Ndy) 

oo TMQO+NR | 
fo daß der Werth von «ꝛ, welcher für u genommen wird, nun als par⸗ 
ticuläres Integrale erfcheint, und es fey 


Po=q(z)tn 


Run. fegen wir für den vollfländigen — u=o! () und 
wir erhalten nach gehöriger Subftitution: 


zum 53172  SERER 


RTGEQN(E)TO+R(Z)TO 
* Qu (D)BEC 6 Da, 
welche Gleichung ſich fogleich in 2. zuſammenziehen laͤßt: 
Q (z ) +R (7 0 


hieraus folgern wir: 
d das 
(z = TR und (Z)=-7% 


und ferner 
dsoT (Rdx — Qdy); | 
hieraus erhellt, daß die Größe s aus dem Ausdrucke Rd Qdy 
gefunden werde; für diefe Sormel aber muß zuerft der Bactor T, weh 
cher diefelbe integrabel macht, gefucht, dann aber das Integrale der⸗ 
felben für s genommen werden. Man fey alfo Hier vorzüglich darauf 
aufmerkfam , wie fhön ſich diefelbe Auflöfung darftellen laſſe, zu welcher 
wir durch fo viele Umftände gelangt find. 
Aufgabe 68. 


F. 411. Wenn die Differenzialgleihung des vier: | 


ten Grades 
55 d?z 
dy‘ e ( 


gegeben ift, die Auffindung der Function z bloß auf 
die Auflöfung einer einfahen Gleichung zurüd 
zuführen. 
Auflöfung. 
Betrachtet man diefe Gleichung mit einiger Aufmerkſamkeit, fo 


wird man bald einfehen, daß ihr die einfachere Gleichung 
d’z dz 


ayz)/ dx 
Genüge Teifte; denn man erhält hieraus durch Differengiation in Bezug 


auf y 
d>z d?z 
( 1) = dxd ;) ’ 
und durch nochmahliges Differenziren in derfelben Beziehung: 
diz\ p d3z 
dyı) 7 dxd =) " 


Differenzirt man aber die angenommene Gleichung nach x, fo 
findet man 


— 315 m 


ee 


amd führt man diefen Werth in der letzten Bleichung ein, fo ergibt fi: 
d4z 2 d?z 
(5) = b (=): 
welcher Ausdruck mit der vorgelegten Gleichung übereinftimmt, wenn 
b? = a? ift, und dieß kann auf doppelte Art gefchehen, wenn 
b=+ta und b=—a 
iſt. Wenn wir dieſe beyden einfacheren Gleichungen 


15) — a (2) =. und 


d?z 

d 3%) +a (z = 0, 
beren erftere === P und Iegtere z= Q geben mag, aufgelöft haben, 
- fo werden wir für die vorgelegte Gleichung erhalten : 

z=P+Q, 

und weil fowohl P ald Q zwey willfürliche Zunctionen enthält, fo wird 
Dad auf Diefe Art gefundene Iutegrale vier folhe Zunctionen entalten, 
und wird alfo vollfiändig feyn. 


3ufag ı 


F. 412. Es werden leicht ungählige partieuläre Auflöfungen er⸗ 
zalten, wenn man 





z = e!“ ty 
fest, denn nad gazoeiger Subſtitution muß nethwendis 
= u ? a? und BB = +: = 


werden. Sey v—=ra, fo wird u— + Ara und das entfprechende 
Integrale wird ſeyn: Ä 
zo eAa(ytAs), 


3ufag = 
6. 413. Man kann aud) 
z = et cos. y 4) 
ſehen, und daher wird 
= ne, 
wie früher, fo daß man ale eine andere Form der particulären Inte⸗ 
gralien folgende Gleichung erhaͤlt: 
z et Max cos. (aay 4 a): 


zum 51/5 ——— 


Diefe unzähligen Zormeln find, in Verbindung gebracht, als 
dad vollftändige Integrale anzufehen. 


3Bufag . 
F. 414. Diefelben Auflöfungen werben auch gefunden, wenn 
man allgemeiner 2 XY fegt, daher wird 
Xd V __ a2Yd2X 
ds ° dx“ 
und ftellt man diefe Gleichung unter der Form 
d“Y _ a2d2X 
Yayı — Xdı 


dar, fo muffen beyde Glieder derfelben conftanten Größe gleich ſeyn. 


Anmerfung. 
$. 415. Allein die Aechuns 


= =b (72), 


auf welche wir die ganze Rechnung zurüdgeführt haben, gehört zu 
jenen Gleichungen, deren allgemeine Auflöfung durchaus unmöglid 
zu feyn foheint, fo daß wir bey den particulären Auflöfungen ftehen 
bleiben müffen. Die vorgelegte Gleichung aber beruht nicht auf einer 
bloßen Speculation, denn wenn die fehr Fleinen Schwingungen elaftis - 
fher Scheiben im Allgemeinen beftimmt werden, fo ftößt man auf eine 
folche Sleihung des vierten Grades, um deren Auflöfung es fih 
handelt. Hierin liegt auch die Urſache, daß diefe Frage noch nicht 
allgemein aufgelöft werden fonnte, wie das Problem von den fchwin- 
genden Saiten. Es iſt leicht einzufehen, daß auf ähnliche Art die 
Gleichung des vierten Grades 


DREIER HEzT 


auf nachjtehende doppelte Gleichung des zweyten Grades zurückgeführt 


werde: 
dz 
(7) — (7) * pæe, 


und es iſt nicht ſchwer, andere Faͤlle in der Erfahrung nachzuweiſen, 
bey welchen, eine ſolche Zurückleitung auf einen niedrigern Grad Statt 
findet. 


— ii .. 
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Kapitel I. 
Don der Integration der homogenen Gleichungen, bey welchen 


die einzelnen Glieder Differenzialformeln desfelben Grades 
enthalten. 





. Aufgabe 6. 

$ 416. Da Integrale der homogenen Gleichung 
des en Grade 

d?z = 
+B d<ıdy + C 

su fuhen, oder Die Natur der 8 z zu beftims 
men, wobey die Bucdhftaben A, B, C wa8 immer für 
conflante Größen bezeichnen. 


Auflöfung. 

Ich nenne diefe Gleichung homogen, weil ſie aus den Differ . 

senzialformeln des zweyten Grades befieht, und außerdem feine andern 

veränderlichen Größen enthält. Zür die Auflöfung diefer Gleihung 

bemerfe ich, daß derfelben eine homogene Sleichung des erften Grades 

von folgender: * Genüge leiſte: | 
j 2) + a 263) = \ = Const.; 


Denn differenziert man diefe GTeichung auf zweyfache Art, nämlich eine 
mahl in Bezug auf x, und einmahl in Bezug auf y, fo erhält man: 


1. (a m :) ta 5)* ’ 
(2) +) = 
Multiplicirt man nun erftere durch A, lehtere aber durch — — ꝰ und 


verbindet beyde Gleichungen, ſo wird die vorgelegte Gleichung zum 
Vorſcheine kommen, wenn 


—V oder 
Aa — Ba00 


ehe J 
en 300 ie 


Sliedern der Außdrud 2) erfcheint ; wird Sa A) 
gefept, fo ergibt ſich fofgene Geidung des erſten Grades: ax 
o=(arf3b)u+b —— 
hieraus erhelt, daß, wenn 
heſeht vird, du - pdx 4dy 
HS uhbp-tegmo J 
von müffe, welche Sleihung auf folgende Art arfseloß wirt. 


Da man fürn 3b = f erhält: 


ger _ ie fo wird 


bpd f | 
du=pds — BL _ IT oder: 


us «—-"Ze!(a4+-l)=} 2 Bu 


and fo muß nothwendig eine Funetion von x — By fan 
daher wird 





lu +7 = f(ex— by) md 


,ase*® "ru(l« 2)= (72)- 
Weil nun y ald conftant angefehen werden muß, fo ‚gibt die 
integration: _n 
2 ee Tr (<—- 2) +40), 
und die andere: | 
—fy 


w=e*° T <—- Z)+ AND +ZO. 


Wird daher a + 3b=f gefeßt, fo iſ das vollſtaͤndige 
grale der vorgelegten Gleichung: 





xy — 


— ?r6 2294 AG) + eZg) 


Aufga b e 68. 
F. 406. Die Differenzialgleihung des dei 


mai 307 ——— 


Zrades 
= Ps — 3P 1 3p 7 d’z 





dx? dx? 


Tr q * 26 55 + Q u), 


wo P und Q was immer für Sunctionen von xundy 
feyn mögen, fey gegeben; die Natur der Function 2 
su beſtimmen. 





Auflöfung. 
Wenn fich aus der gegebenen Form leicht erfennen laͤßt, daß der 
Werth es flatt z gefept Genüge leifte, fo fommt man durch die Sub⸗ 
ftitution z = ev auf folgende Gleichung: 


| -?(% ta) = 
welche ferner, wenn man (=) —= u feßt, fo daß v=//udx? 
ift, übergeht in a Form: 


e(7) du 
+2 (2 
Man feße du=pdxr-+gdy, u wird? Qq=Pp, alfe 
g= ® ‚ und daher 
P 
| da=p(dx+ody): 
und hieraus erfieht man, daß die Groͤße p fo befchaffen feyn muß, daß 
die Formel 
dx + n dy 
durch fie multiplicire integrabel werde. Man fuche alfo einen Multis 
plicator M, welcher den Ausdrud 
Qdx + Pdy integrabel macht, fo daß 
JM(Qdx+Pdy)=s 
iſt. Sch nehme alfo an, daß man die Function s von x und y beſtim⸗ 
men Fönne, fo werden wir wegen 
Qdii+Py=T 
du = Bro erhalten, woraus hervorgeht, daß mo eine Sunction 
der Sröße o bezeichne. Wird aljo mQ = T' (bs) — ſo erhaͤlt 


90 * 
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man fogleih u=T'(s) und daher v=—= /dxy/dxI‘(s), wo bey she }i 
der beyden Sntegrationen die Größe y als conftant angefehen wird: fi 
Es wird fich deßhalb unfer Problem auf folgende Weiſe auflöfen laſſen: 
Für die Diſſerenzialformel Qdx + Pdy ſuche man einen fe 
integrabel machenden Multiplicator M, fo daß 
M(Qdx-+-Pdy)=ds . 
wird; bat man diefe Bunction von s von x und y gefunden, fo wirt ” 
man erhalten: 


z = e/ds/dxl'(s) +erxA(y) + oc &(y). 
Anmerfung. 


F. 406. Bey diefen Gleichungen findet die Bequemlichkeit Statt, 
daß fie durch die Subflitution z = e*v eine folhe Form annehmen, 
welche fich Leicht auf eine einfache, im erflen Abfchnitte betrachtete 
Sorm zurückführen läßt. Denn obgleich die Differenzialien des dritten 
Grades nicht getilgt wurden, fo verfchwanden dennoch die übrigen ' 
Glieder aus der Rechnung, fo daß man dann die neue Subfkitution | 


2) = u gebrauden, und mit Hülfe derfelben zu einer Differen- 


tialgleichung des erften Grades gelangen Eonnte, Es würde demnad 
eine einzige Subftitution zu demfelben Ziele geführt Haben, wenn wir 
fogleihh z= er ffudx* gefebt hätten. Es wäre zu wünfchen, dab 
man Vorfchriften befäße, mit Hülfe deren derley Subflitutionen leicht 
erfannt werden könnten. Indeſſen wird man feinen Zwed erreichen 
fönnen, wenn man das legte Problem $. 209, welches viel allgemei- 
ner ift, zu Hülfe nimmt. 


Aufgabe ©. 
(. 407. Sey gegeben die Differenzialgleichung 
des dritten Grades: 
— 439 (2)+@+39 (TE) (GE) 
diz 
u ( TR 2) — —E 


wo P, Qund R was immer für gegebene Functionen 
von x und y feyn mögen; die Natur der Function z zu 
beftimmen. 
|  Auflöfung. | 
Bedienen wir und derfelben Subftitution z = e*v, die wir bi: . 





— 500 — 


kr gebraudt haben, fo wird die vorgelegte Gleihung in folgende 
erandformirt: | 


o.= p 18) — () - a (157; x2dyy’ 


wobey die Bequemlichteit Statt findet, daß wenn (m = u ges 


ſeht wird naachſtehonde Differenzialgleichung des erſten Grades zum 
Worſchein koͤmmt:! — 
=Pa— qQ(Z)—R( 
und es ift Daher zu unterfuchen,, was für eine Function von x und 7 
Die Größe u iſt. Gegen wir alfo, ed fey 
du =pdx + qdy, 
fo gibt jene Bedingungögleichung die Relation 
| Pu=0Qp-+Rq, | 
und wir bilden daher nad) dem oben, $. 209, angeführten Funfigeife 
nachflehende drey Gleichungen: 
Ldu=Lpdx + Lgdy 
MPudx:= MQpdx — MRgdx 
NPudy = NQpdy + NRaqdy, 
und diefe werden, in eine - Summe gebracht, folgende Gleichung 
geben: 
Ldu + Pu (Mdx + Ndy) = p ((L + MQ) ix + NQdy) 
++ q ((L-+ NR) dy -FMRdx). 
Da bier bie drey Größen L, M und N willfürlich find, fo feße 
man zwifchen denfelben zuerft eine folche Relation feft, daß die beyden 
heile des lebten Gliedes einen gemeinſchaftlichen Factor erhalten. 
Sey naͤmlich 
(L+MQ):NOQ=MR:(L-+NR) ode 
und wie werden erhalten: | 
— du (MQ-+NR) + Pu (Mdx-} Ndy) = (Mg — Np) (Rds — Qdy). 
Nun fuche man einen Multiplicator T, welcher den Auöbrud 
Rdx — Qdy integrabel madıt, fo daß 
T(Rdix— Qdy)=ds 
wird ; daher wird man fowohl die Function T ale s als befannt an⸗ 
ſehen Fönnen, und wir erhalten: 


— 5310 am | 


— du (MQ+NR) + Pu Mix Näy)= (Mga— N" 
oder | 
du P(Mdx-+ Ndy) Np— Mg *. 

Da nun P, Qund R gegebene Zunctionen von x und yfiud, " 

ift wohl zu merken, daß man zwifchen den beyden noch unbeſtimmten 
Größen M und N immer eine folche Relation feftfegen koͤnne, daß her 
Ausdrud m die Integration geflattet. Sey alfo dei 


Sintegrale deöfelben = lo, fo daß | 
Mdx + Ndy= u e und 
@ 
du — do Np— Ma 
u @ STtmmuorn' da 
wird. Es müſſen alfo die Größen p und q nothwendig fo befchaffen 
feyn, daß man erhält: 
—NP—Mg gr d v 
Tu(MQO+NR (2), und daher 
lu=lo--f(s). 
Schreiben wir alfo IT’ (es) ftatt fs), fo daß mon 
u= ul (s) 
erhält, und überdieß 
v=esfisfeisl)+AH) HE: 
folglich iſt: 
z=efdäx/Swodxl(e) +esAl) + eꝛ S 6). 
| Zuſatz 1. 
G. 408. Um alſo dieſe Auflöfung aus der vorgelegten Form ſo⸗ 


gleich zu erhalten, fuche man erftlich eine folde Zunction von x und yı 
die s heißen mag, daß N 


ds=T(Rdx— Qdy) 
wird, und diefen Zweck wird man erreichen, indem man einen Muls 


tiplicator T fucht, durch welchen der Differenzialausdrud Adx— Qdr 
integrabel wird, 





3ufasß >». 
(. 409. Überdieß muß man aber auch die Größe w fuchen. Zu 
dieſem Ende ift ed zwedimäßig, zwifchen den Größen M und N eine 
folche Relation aufzufuchen, daß 


— 511 — 


P(Mdx--Ndy) 
Sm = lo, 


welche Beſtimmung immer ald ausführbar betrachtet werden Kann. * 


nn Anmerfung. 
6. 410. Da die ganze Rechnung ſogleich dahin gefuͤhrt wird, daß 
"de Function u aus der Gleichung | 


ar) trl:) 


beflimmt werden muß, fo wird man die Auflöfung, ohne. jene Um⸗ 
fchweife, deren wir und bey der obigen Auflöfung bedient haben, 
weit leichter auf folgende Art ausführen Fönnen, wodurch man einen 
ſchonen Zuſatz zum erſten Abſchnitte erhaͤlt. Man ſetze 


| G )=LMu und (3 = LNu, 


fo wird erſtlich 
P=L(MQ--NER), und daher 


ferner werben wir, weil a 
da=ds (7) +4 * | 
ift, erhalten: 
TerlitNa)- 2 (Mer + Ndy) Pe 

wo bie Größen M und N fo genommen werden müffen, daß die In⸗ 
tegration gelingt, und da dieß auf unzählige Arten gefchehen Fann, fo 
iſt die hieraus ſich ergebende Auflöfung als volftändig anzufehen. 
Kennt man aber ein particuläres Integrale, fo wird ſich daraus die. 
vollftändige Auflöfung weit bequemer auf folgende Art beſtimmen 
laſſen. Man ſetze, naͤmlich 

do P(MX-Ndy) 

o TMQO+NR 
fo daß der Werth von w, welcher für u genommen wird, nun als pars 
ticuläres Integrale erfcheint, und eö fey 


Po=q(T + R.(2 


Nun, fegen wir für den volftändigen Werth u= „I (s) und 
wir erhalten nach gehöriger Subſtitution: 
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PIO=Q (2 TOQ+R (=) T(e) 
+ (E)TO+ Be (5 —X 
welche Gleichung ſich ſogleich in folgende zuſammenziehen Laßt: | 


d d 
) 665) *. 
hieraus folgern wir: 


(2) æ n »;)- 79 


und ferner 
dor (Rdx — Qdy); 
hieraus erhellt, daß die Größe s aus dem Ausdrucke Adx-— Qdy 
gefunden werde; für diefe Formel aber muß zuerft ber Faetor T, weh. 
cher diefelbe integrabel macht, gefucht, dann aber das Integrale ders 
felben für s genommen werden. Man fen alfo hier vorzüglich daranf 
aufmerkſam, wie fhön fich diefelbe Auflöfung darſtellen laſſe, zu welcher 
wir durch ſo viele Umſtaͤnde gelangt ſind. 
Aufgabe 68, 


F. 411. Wenn die Differenzialgleihung des vier: 


ten Grades 
da z d?z 
m) > ( 


gegeben ift, die Auffindung der Function z bloß auf 
die Auflöfung einer einfahen Gleihung zurüd 
zuführen. 
Auflöfung. 
"Betrachtet man diefe Gleichung mit einiger Aufmerffamfeit, fo 
wird man bald e einfehen, deß ihr die einfachere Gleichung 


2) => (5) 


Genüge Teifte; denn man erhält hieraus durch Differenziation in Bezug 


auf y 

d’z d2z 

(7 25) = b (1425) ’ 

und durch nochmahliges Differenziren in derfelben Beziehung: 

diz d3z 

dy? =b (175) 

Differenzirt man aber die angenommene Gleichung nach x, ſo 

findet man 


— 734153 ——— 


CAT 


und führt man diſen Werth in der Gleichung ein, ſo ergibt ſich: 


da⸗ d?z 
dy* * dı? 


welcher Ausdrud mit der A — abereinſtimmt, wenn 
bꝛ = a? it, und dieß kann auf doppelte Art geſchehen, wenn 
b=+tı und b=—a 
iſt. en wir dieſe beyden einfacheren Gleichungen 


2 

1) — ·0) = 0, und 

dꝰ 2 

5) re =) 
beren erftere z==P und legtere z = Q geben mag, aufgelöft haben, 
- fo werden wir für die vorgelegte Gleichung erhalten: 

z=P+RQ, 

und weil fowohl P ald Q zweg willfürliche Funotionen enthält, fo wird 


Das auf diefe Art gefundene Iutegrale vier folhe Sunctionen enthalten, 
und wird alſo vollſtaͤndig ſeyn. 


Zuſatz ı 
G. 412. Es werden leicht unzählige partisuläre Auflöfungen er: 
Balken, wenn man 
z = ef* +9y 
ſett, denn nach gerorizer Subſtitution muß nothwendis 
= 8a? und pn = + = 


werden. Sey v— ra, fo wird u + A:a und das entfprechende 


Integrale wird fen: 
2 eda(ytAz), 


3ufag = 
F. 413. Man kann aud) 
z = e®* cos. (vy a) 
fegen, und daher wird 
= we, 
wie früher, fo daß man als eine andere Form der particulären Inte⸗ 
gralien folgende Gleichung erhält: 
a et Max oos,.(Aay + ae): 


— Zj/ —— 


Dieſe unzaͤhligen Formeln find, in Verbindung gebracht, als 

das vollſtaͤndige Integrale anzuſehen. z 
3ufasg 3. | 

F. 414. Diefelben Auflöfungen werden auch gefunden, wenn 


man allgemeiner z== XY fept, daher wird 
XdY a2 Vde X 


Dr re 


dy* dı2 
und ftellt man diefe Gleichung unter der Form 
dsY a?d2X 


Ydyı — Xdx 
dar, fo müffen beyde Glieder derfelben conftanten Größe te feyn. | 


Anmerfung. 
F. 415. Allein die Gleichung 


17) = (7), 


auf welche wir die ganze Rechnung zurüdgeführt haben, gehört zu 
jenen Sleihungen, deren allgemeine Auflöfung durchaus unmöglich 
zu feyn foheint, fo daß wir bey den particulären Auflöfungen ftehen 
bleiben müffen. Die vorgelegte Sleichung aber beruht nicht auf einer 
bloßen Speculation, denn wenn die fehr Fleinen Schwingungen elaflis - 
fher Scheiben im Allgemeinen beftimmt werden, fo ftößt man auf eine 
folhe Gleichung des vierten Grades, um deren Auflöfung es fich 
handelt. Hierin liegt auch die Urfache, daß diefe Frage noch nicht 
allgemein aufgelöft werden Fonnte, wie das Problem von den ſchwin⸗ 
genden Saiten. Es ift Leicht einzufehen, daß auf ähnliche Ark die 
Gleichung des vierten Dr 


) 2 2 
(=) =a “Hab () + be 
auf nachftehende doppelte — des zweyten Grades zurückgeführt 
werde: a 
22 dz 
re) 


und es iſt nicht fchwer, andere Fälle in der Erfahrung nachzuweifen, 
bey welchen, eine folche Zurücleitung auf einen niedrigern Grad Statt 
findet. 
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Kapitel I 
Don der Integration der homogenen Gleichungen, bey welchen 


die einzelnen Glieder Differenzialformeln desfelben Grades 
enthalten. 





Aufgabe 69. 

$ 416. Du Integrale der homogenen Gleichung 
des . Grades 

d?z d?z d?z 
16) +B dxdy re “) . 
zu fuchen, er Die Natur der Function z zu bejtims 
men, wobey die Bucdftaben A, B, C wad immer für 
conflante Srößen bezeichnen. 
Auflöfung. 

Ich nenne dieſe Gleichung homogen, weil fie aus den Diffe 
renzialformeln des zweyten Grades beſteht, und außerdem Feine andern 
veraͤnderlichen Groͤßen enthält. Zür die Auflöfung dieſer Gleichung 
bemerke ich, daß derſelben eine homogene Gleichung des erſten Grades 
von folgender Bo Genuͤge leiſte: | 


== 2)+te « (2) = A= Con; 


denn Differenzirt man diefe Gleichung auf zweyfache Art, nämlich eine 
mahl in Bezug auf x, und einmahl in Bezug auf y, fo erhält man: 


d?z d?z 
1. (= ) ra dxd 5) u 
d?z d?z 
u. (3235) re er ) — 
Multiplicirt man nun erſtere durch A, letztere aber durch - und 


verbindet beyde Gleichungen, fo wird die vorgelegte Gleihung zum 
| Vorſcheine kommen, wenn 


A323 oder * 
Aat - Be0 


J 
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ift, woraus ein zwenfacher Werth für a erhalten wird, deren jeder 
mittelft der angenommenen Gleichung einen Theil der gefuchten Func⸗ 
tion z geben wird. Da alfo 
dz ds 
)=2- (5 
ift, fo wird man finden: 
ds = Adx + (dy — adx) 


und ed ift einleuchtend,, daß () eine —8 von y — ax ſeyn 


muͤſſe; wid dieſe = I ( — ax) geſetzt, fo wird man etpalten: 
.„z=fı+-Tl(y—arz), 
woben f eine beliebige Conftante bezeichnet. Man muß daher bey der 
Auflöfung der vorgelegten Gleichung auf folgende Art vorgehen. Man 
bilde zuerft die algebraifche Gleichung 
A +-Bu+C=o, 
deren einfache Factoren 
u Pa und u--ß 
feyn mögen, fo daß 
Au -But-C=sA(u+a) (u+FBß), 
dann wird das gefuchte Integrale feyn: 
z=f«+Ty—as) +A(y— Br). 
Da man fich hier vorftellen muß, daß der erfte Theil fx in den 


beyden unbeftimmten Sunctionen enthalten fey, fo wird fich diefer Aus⸗ 


druck, wegen 
f(iy—ax)— f(y—Bx) 
| nn. 
beifer auf folgende Art darftellen Taffen: 
=I (y—ax) $A(y— Br), 

welche Gleichung wegen der beyden willfürlichen Functionen als das 
vollitändige Sutegrale betrachtet werden fann, mit Ausnahme des ein: 
jigen Sales, in welchem ß = «a iſt. Für diefen Fall fegen wir 

=atdx Danın 

A[yr—(a+da)x]=A(y—ax) — xdad/(y— ax) 
ift, und weil der erftere Theil ſchon in dem erfteren Gliede enthalten 
ift, und flatt des letztern xA (y — ax) gefchrieben werden Fann, fo 


fx = 


— — ——, ientrer rar  . m 
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ird für den Fall Ba oder BE=4AC dad Integrale feyn: 
U =T y—ax) -xrA(y— ax). 
Zuſatz ı. 
9. 417. Es iſt einleuchtend, daß für den Kal, wo B=« ill, 
08 Integrale auch auf folgende Art ausgedruͤckt werden. fönne: 
a=T(y—axı) +yA(y—ar), 
ie Form aber von der obigen nicht verfchieden ift. 


Zuſatz = 
$. 416. Wem C= o ift, fo bap man die Gleichung 
d2z 
. +B dxd = 0%, 
wind daher 1) (Grin 7 | 
— 
Wat, fo wird | 


«a= 0 und B 
en das Sintegrale ift: 


=TQ+A(r- Z)=TO+AGAy—Bn) 
Eu Auf Ähnliche Art findet man für die Gleichung 
.r, d?z d2z 
OR (+ (7)=° 
das Integrale 


H, 


N 


z=T6)+ A (Cx— By) 
| Zuſatz 3 
g. 419. Ferner entſpricht der Gleichung 
d22 
tee 5) * * — 0 


wur tabu te (m + 2) 
Integrale 
s D (ay — bx) +xA (ay—bx). 
| AUnmerfung. 
g. 420. Die Form diefer Integralien biethet feine Schwierig« 
im dar, fo lange die Gleichung 





- 
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A® +-Bu+C=o 
zwey reelle Wurzeln bat, diefe mögen ungleich oder gleich ſeyn. Wer: 
den aber diefe Wurzeln imaginär, fo daß 
ama-+vV-ı und Ben -—ıy—ı 

wird, dann finden die willfürlichen Zunctionen bepnahe gar Feine Ans 
wendung. Denn obgleich die Natur der Functionen I und A durd 
beliebig verzeichnete Curven dargeftellt wird, fo daß I’(v) und Alv) 
die der Abſciſſe v entfprechenden Ordinaten bezeichnen, fo leuchtet den 
noch durchaus nicht ein, wis die Werthe 


Te+gaV-ı) md Ap—qaV—ı). 


dargeftellt werden müſſen, obgleich die imaginären Theile fi ich gegen⸗ 
ſeitig tilgen. Hierin liegt der ungeheure Unterſchied zwiſchen den ſtaͤti⸗ 
gen und den discontinuirlichen Functionen, indem bey den erſteren die 
unter der Form 


Te+4V-I + TE-aV-) m 

‚A(p+qavZ)— A(p— qvY-ı) 
dargeftellten Werthe fich immer wirflich ausdrüden Taffen, was aber 
feineswegs der Fall ift, wenn T' und A discontinuirliche Sunctionen 
bezeichnen. Man wird alfo in diefen Fällen die hier gefundene allges 
meine Auflöfung bloß auf flätige Functionen befchränfen müffen, in 
wiefern nämlich die discontinuirlichen Feine Anwendung und Ausfühs 
rung geitatten. 


Aufgabe 70. 


$. 421. ©ey gegeben d die homogene Gleichung des 
dritten Grades: 


d’z d’z d’z 
a (75) + B (123,) rc (GG) rp ( ir) * 
man fuche das vollſtändige Integrale derſelben. 
Auflöfung. 
Daß auch diefer Gleichung, eben fo wie im vorhergehenden Pro⸗ 
bleme, eine einfache Differenzialgleichung des erften Grades Genüge 


leifte, fällt deutlich genug in Die Augen, daher wird ein particuläred 
Sntegrale folgende Form haben : 


z=l (ya); 
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an entwidle hieraus die einzelnen Differenzialformeln des dritten 
rades, weldye nachſtehende Ausdrücke darſtellen werden: 


)=teTugtag; (15) wlan 
d’z 
a) =t leg tan: (7) — Tin (y-tag). 
Werden dieſe Ausdruͤcke ſubſtituirt, ſo wird, weil man durch 
T’u (x nx) 
vidiren Tann, nachftehende Gleichung zum Vorfcheine Fommen: 
An Be Can +D=o. 
Sind bie drey Wurzeln derfelben 
n=a, n=ß md n=y, 
iſt einleuchtend, daß der vorgelegten Gleichung der Ausdruck 
z=ly+ta) A69 27 
enüge leiſtet; da derſelbe drey willfürliche Functionen enthält, fo 
ellt er ohne Zweifel das vollſtaͤndige Integrale dar; nur iſt zu bemer⸗ 
n, daß wenn zwey Wurzeln gleich find, z. B. y=ß, das Integrale 
pn werde: | 
s=lytas) HAG+HeE) HZ (He; 
id aber alle drey Wurzeln einander gleih, nämid „y=ß=a, 
wird das gefuchte Integrale feyn: 
z=TGtay+AGHteDy+HrEGtan). 
Wenn zwey Wurzeln imaginaͤr find, fo gelten die oben gemach⸗ 
n Bemerfungen. 


3ufag ı J 
F. 422. Der letzte Fall, in welchem die drey Wurzeln einander 


eich ſind, wird auch dadurch aufgeklaͤrt, daß, wenn ſtatt der Ver⸗ 
iderlichen x und y die beyden neuen 


t=x und u=y- ax 
1gefüßet werden, die vorgelegte Gleichung in die Form = = 0 
ſammengezogen wird, deren Integrale offenbar 


z= T(u) +xÄA(u) + "2 (u) 


zum 520 Em 


3ufag 2. 
$. 423. Es erhellt hieraus alfo audy, wie bey ben homogenn 
Gleichungen eines hoͤhern Grades, wenn die hieraus abgeleiteten alge 
braiſchen Gleichungen mehrere gleiche Wurzeln haben, die Integralien 
befhaffen feyn werden, fo daß dann auch weder der Fall, in welchem 
gleiche Wurzeln vorkommen, noch die Integration irgend eine Schwie 
rigkeit darbiethet. 


Anmerfung. 

F. 424. Die Faͤlle aber, in weldhen zwey imaginäre Wurzeln 
erfcheinen, und in welchen die willfärlichen Bunctionen feinen Nutzen 
zu haben fcheinen, verdienen rücfichtli der flätigen Zunctionen, 
welche Genüge leiften, eine ausführlichere Entwidelung. Die Aus 
drücke, welche in diefen Fällen in den Sntegralien erfcheinen, laſſen 
fi aber innmer auf folgende Form zurücführen: 


P [v (cos. 9 + V— ı sin. 9)] + A [v (cos. — V— ı sin, $)]. 

Hieraus ergeben fih nun, wenn die Functionen Potenzen ſind, 
Werthe von der Form 

Avr cos.np + Bvr sin.np oder Avn cos. (np—- a); 
fo viel folhe Werthe durdy irgend eine Vertaufhung der Conftanten 
A, n unda angenommen werden fönnen. Wenn aber die Zunctionen 
Logarithmen bezeichnen, fo ergeben fich ferner Werte von der Korm 
Alv + Bp. 

Eind drittens die Functionen Erponentialgrößen, fo findet man 

MWerthe von der Form 


e’ °°&-?[A cos. (vsin.p) +-Bsin.(v sin.9) ]=Ae’ sin.p cos.(vsin.9-ta), 
und allgemeiner | 
A eV" °08.N9 cos. (vn sin.np + a), 

Es Iaffen fi) aber noch fehr viele andere folche Ausdrücke aus 
der Lehre der imaginären Größen ableiten, welche auf irgend eine 
Weiſe mit den angegebenen verbunden, für den aus den beyden imagis 
nären Wurzeln entitehenden Theil des Integrals genommen werden 
Fönnen. Hieraus ergibt fich alfo eine unzählige Menge von Functionen, 
durch welche die vollftändige Auflöfung hervorzugehen fcheint, und 
dennoch kann dieſe nicht eben fo für vollftändig gehalten werden, wie 
dieß in jenen Zällen gefhieht, in welchen alle Wurzeln reell find. €9 
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iR aber Bier zu bemerken, daß man weder in der Mechanik nod in 
Der Phyſik auf eine Aufgabe geftoßen fen, welche von einem folchen 
Galle abhängig wäre. 

Aufgabe 73. 


425. Sey gegeben eine homogene Gleichung 
nes beliebigen Grades: 


+ Gt: Fr too me 


das Vollftändige Integrale derfelben zu finden. 
| Auftöfung. 
Man bilde hieraus die algebraifche Gleichung vom Grade A: 
An! 4 Bad! L Ch L.,.=o, 
deren A Wurzeln folgende ſeyen: 
n=a, n=ß, n=y, n=d, .:;:. 


find dieſe ſaͤmmtlich ungleich, ſo wird das vollſtaͤndige Integrale der 
vorgelegten Gleichung ſeyn: 
su U (y Las) + AH) + SGHYND + eu+39-+.. 
wobey die Anzahl der verfchiedenen Sunctionen gleich A feyn wird. Sollte 
ed ſich aber ereignen, daß unter diefen Wurzeln zwey oder mehrere gleiche 
erfcheinen, z. B. ß=a und y=a, dann müffen die Sunctionen, 
welche diefe gleichen Wurzeln enthalten, vefpective durch die Glieder 
der geometrifchen Progreffion 1, x, x?, ... Oder 1, y, Yıı. 
multiplieirt werden, fo daß die Anzahl der willfürlichen Functionen 
nicht vermindert wird. Rückſichtlich der imaginären Wurzeln aber find 
immer die früher gemachten Bemerfungen zu beachten, wenn wir nicht 
etwa die willfürlihen Bunctionen der imaginären Ausdrüde aus: 
fchließen wollen. 
| 3ufaß ı 

$. 426. Sn dem Falle, in welchem gleihe Wurzeln vorfommen, 
iſt es gleichgültig, welcher geometrifcher Reihe wir uns bedienen 
wollen, wenn die Zunctionen weder x noch y allein enthalten; wenn 
aber diefe Functionen entweder bloß x oder bloß y enthalten, dann 
müffen wir jene geometrifche Progreffion nehmen, welche nach den 
Potenzen der andern verfchiedenen Neränderlichen fortfchreiten -- 

Euter’s Integrafrechnung. IL Bd 210 


* 


— 522 — 


Zuſatz 2. 
$. 427. Wenn in der algebraiſchen Gleichung die Anfangeglie 


der A, B, C, ... verfhwinden, fo daß die Anzahl der Wurzeln . 


Fleiner zu feyn fheint „als der Erponent A, dann find die fehlenden 
Wurzeln für unendlich groß zu halten, und diefen werden bloß Func⸗ 
tionen von x entfprechen,. die in das Integrale eingeführt werden 
müffen. 


Zuſatz 3. 


$. 428. &o muß man, wenn A=0o, B=o und C=o. 


ift, die drey Wurzeln a, B, y ohne Ende fortwachfen denfen, und 
aus biefen wird folgender Theil des Integrals entftehen: 


To) +AK+F+ZN. 
Anmerfung. 

F. 429. Weil man kaum erſt angefangen Bat, dieſen Theil der 
Sintegralrechnung auszubilden, und daher gar Feine Umterfuchungen 
diefer Art vorhanden find, fo laͤßt fich über diefen Abfchnitt nichts 
weiteres fagen, und ich fchließe daher Hiermit den erſten Theil deö 
zweyten Buches, welches fi) mit der Auffuchung der Yunctionen 


zweyer Veränderlichen aus irgend einer gegebenen Relation der Diffe 


renzialien befchäftigt. Weit weniger aber noch Fönnen wir rücfichtlich 


des zweyten Theild diefed Buches vortragen, wo die Integralrechnung . 
‚ auf Zunctionen dreyer Veränderlichen angewendet wird, und es wird 


ſich deßhalb nicht einmahl der Mühe lohnen, diefen Theil in Abfchnitte 
abzutheilen, noch viel weniger die folgenden Theile zu berühren. 


Zweytes dBıd 
. der .:; 


Antegralrchnung 


Zweyter Theil, \ 





Zweyter heil, 


Functionen von drey veraͤnderlichen Größen aus einer 
gegebenen Relation der Differenzialien zu beſtimmen. 


— — — 


Kap i t et ı 
Son den, Differenzialformeln der Functionen, welche drey ver⸗ 
änderliche Größen enthalten. 





Aufgabe 72. 
G. 10 Vena v irgend eine Function der drey 
MWeränderlichen x, y und z bezeichnet, die Differen- 
zialformeln des erften Grades berfelben darzuftellen. 


Auflöfung. 
Da v eine Function der drey veraͤnderlichen Groͤßen x, y und z 
ift, fo wird, wenn man diefelbe auf gewöhnliche Art differengirt, ihr 
Differenziale im Allgemeinen durch folgenden Ausdrud dargeſtellt werden: 


dv=pdx- qdy + rdz; 
‘ diefed Diffenenztale wird nämlich ‚aus. drey Theilen beftehen, deren 
erfter pdx für fich gefunden. wird, wenn man bey der Differenziation 
bloß die Größe x ald veränderlich behandelt, die beyden übrigen y und 
z aber als conftant anfieht. Auf ähnliche Art wird der zweyte Theil 
qdy erhalten, wenn man die Zunction v fo differenzüirt, daß man 
bloß die Größe y als variabel, die beyden andern Größen x und z 
aber als unveränderlich betrachtet. Dasfelbe gilt von dem dritten 
Zheile rdz, welcher das Differenziale der Zunction v, bloß in Bezug 
auf die Veränderliche z genommen, bezeichnet. 

Hioraus erhellt unn, wie man die Größen p, q und r einzeln 
durch Differenziation finden koͤnne, und die. ich hier die Differenzial- 
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formeln des erften Grades der Function v nennen werde, und bamit. | 
man Feine neuen Buchflaben in die Rechnung einführen muß, wil ih 
jene Größen ihrer Natur gemäß auf folgende Art anzeigen: 


= (2); 1= (5). 
Es demnach jede Function v dreyer Veraͤnderlichen x, yund 
2 drey Differenzialfornieln des erſten Grades, die auf folgende Art 


bezeichnet werden: ' 
=); (5 


Bey jedem diefer Ausdrüde wird nur eine einzige Größe ald ver. 
änderlich angefehen, während die beyden andern als conflant betrachtet 
iperden, und weil die Differenzialien durch die Divifion ‚wegfallen, fe 
hat man diefe Differengialformeln in die Claffe der endlichen Grin 
a ſetzen. | 





Bufag 2. 
F. 431. Aus den drey gefundenen Differenzialformeln der Fune⸗ 
tion v wird das auf gewöhnliche Art genommene Differenziale beefelben 
fp gebildet, daß. 


dv=dx (2) + dy (2) X (= 


wird; umgekehrt iſt das Integrale. Diefes Ausdruckes jene Zunction v 
felbft, oder auch dieſe Function um irgend eine Groͤße vermehrt oder 
vermindert. 


Zuſatz = 


$. 432. Wenn eine Zunction v der drey Veraͤnderlichen x, y 
und 2 gegeben ift, fo find die einzelnen Differenzialformeln derſelben 


2): 5; 6 


auch wieder gewiffe Functionen derfelben Veränderlichen x, y und z, 
welche durch Differenziation Teicht gefunden werden fönnen. Indeſſen 
Fann es fich wohl ereignen, daß eine oder mehrere diefer Weränderlichen 
aus diefen Differenzialforıneln ganz wegfallen. 


Anmerfung ı. 


$. 433. Die Größe v laͤßt fich ohne Bedenken als Function der 
drey Veraͤnderlichen x, y und z betrachten, wenn es ſich gleich er⸗ 
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men follte, daß fie bloß zwey Variable enthält, wenn fie nur fo zus 
nmengefegt ift, daß die dritte Weränderliche gleichfam zufällig weg- 
fallen ift, und dieß darf und um fo weniger wundern, da fich ders 
be Umftand fowohl bey Zunctionen einer einzigen Veränderlichen, 
3 auch bey jenen zweyer Variablen ereignen fann. Denn weil man 
: Sunctionen einer Veränderlichen fehr bequem durch die Ordinaten 
end einer Frummen Linie darzuftellen pflegt, wenn nämlich, der 
tur der Curve gemäß ihre Ordinaten als beftimmte Sunctionen der 
feilfe x betrachtet werden Fönnen, fo wird der Fall, in welchem die 
irve in eine gerade, mit der Are parallele Linie übergeht, obs 
ih dann die Ordinate einflp nserändertihen Größe gleich wird, 
och von der allgemeinen Vorſtellung, nach welcher die Ordinate 
; Sunction der Abfeiife x betrachtet wird, keineswegs ausgefchloflen, 
in wenn gefragt wird, was für eine Sunction y von x fey, wird 
ur nicht unpaffend antworten Fönnen, daß dieſe Function y einer 
iſtanten Größe gleich fey. 

Was ferner die Functionen zweyer Beränderlichen xundy be 
ft, welche man immer durch die Entfernungen, um welche die ein: 
nen Puncte irgend einer Fläche von einer beliebigen Ebene abftehen, 
ftellen kann, wenn nur die beyden Veränderlichen x und y in diefer 
ene genommen werden, fo ift einleuchtend, daß jene Flaͤche auch 
befchaffen feyn fönne, daß jene Function bloß durch x oder bloß . 
hy beftimmt wird. Ja felbft dann, wenn die Släche eine Ebene 
n follte, die mit jener Ebene parallel Läuft, geht jene Bunetion 
ar in eine conftante Größe über, und man wird fie demungeachtet 

eine Function zweyer Veränderlichen betrachten mülfen. Wenn 

: und daher auch mit den Zunctionen dreyer Veränderlichen befchäf: 
en, fo werden hierbey dennoch auch folche Bunetionen vorfommen, 
Ihe entweder bloß durch zwey oder nur durch eine der drey Ver: 
yerlihen x, y, z beflimmt werden, oder die fogar conſtante Groͤßen 
eichnen. 


—Anmerkung2. 
$. 434. Es iſt ſchon in der Differenzialrechnung gezeigt worden, 
j die Differenzialien der Functionen, welche mehrere Veraͤnderliche 
halten, gefunden werden, wenn jede der Veraͤnderlichen für ſich 
in als variable angeſehen wird, und alle auf dieſe Art erhaltenen 
ferenzialien in eine Summe. gebracht werden. Wenn alfo bie Diffe- 
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senziation auf diefe Weiſe auögeführt wird, fo werden alle jene Opera . 


tionen nach Aufhebung des Differenziald die Differenzialformeln geben, 
welche wir durch die Symbole 


dv dv dv 
(2) 5) ee) 
andeuten, und man fieht zugleich ein, wie die Differengialausdrude 
der Functionen von vier oder mehreren veränderlichen Größen gefunden 
werden können. Nüdfichtlic der Sunctionen dreyer Veraͤnderlichen 
x, y und z aber wollen wir einige Beyfpiele beyfügen, in welchen wir 
die drey Differenzialformeln jener " darfiellen werden. 


Beyfpiel ı. 
$. 435. Sey die Bunction dreyer Veränderlichen 


vzszuxr+ Pßy+ y: 
gegeben, fo werden fih die Differengialformeln der 
felben auf folgende Art darftellen. 


Da man durch Differenztation 


dvssadx + ßdy +4 ydz 
erhält, fo ift offenbar 


dv um dv\ a. dv\ _.. 
7) *43 6 =ß; 2) — 73 
und fo bezeichnen alle drey Differenzialausdrüde conftante Größen. 


Bepyfpiel 2. 
$. 436. Die Sunction dreyer Beränderlichen ſey 
voxlyez, | 
fo ftellen fich die Differenzialformeln derfelben auf 
folgende Art dar. 


Differenzirt man auf gewöhnliche Art, fo wird: 
dv=a,ı-ı „dx + uxAyk—tz2dy 4 vıAykz’—1dz, 
woraus erhellt, daß die Differenzialformeln folgende feyn werden: 


dv — dv _ dv — 
() æa29 yb28; (ZZ) 122; (Z)= tr? \ 
Alle diefe Ausdrüde find alfo neue Zuncticnen der drey ers 


Anderlihen x, y, z, wenn die Erponenten A, pa, » entweder von der 
Nulle oder von der Einheit verfchieden find. 


> nn nn ee en - - 
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Beyſpiels. 

F. 437. Wenn die Function vbloß die zwey Ver: 
änderliden x und y enthält, die dritte Variable z 
aber zu ihrer Bildung nichts beyträgt, jo werden fıd 
die Differengialformeln auf folgende Art darftellen. 

Beil die Function v nur die zwey Veränderlichen x und y ent: 
Halt ‚ fo wird ihr Differenziale die Form erhalten: 


dvr=pdx-+ qdy + 0.dz; 
indem nämlich der dritte Theil, der aus der Veränderlichfeit von z 
entfteht, verfchwindet ; wir werden demnach erhalten: 


60 e (5) 21 m) = 


Zuſatg. 
G. 438. Es erhellt hieraus alſo umgekehrt, dag, wenn (= E ")=o 


ift, die Größe v irgend eine Function der zwey Veränderlihen x und y 
feyn werde, welche wir in der Folge durch die Gleichung v=I' (x, y) 
andeuten werben, wobey I’ (x, y) irgend eine Bunction der beyden 
Veranderlichen x und y bezeichnet. 


Unnmerfung. 


$. 439. Wir werden bald zeigen, daß, wenn eine Zunction 
dreyer Veränderlichen aus irgend einer zwifchen den Differenzialformeln 
gegebenen Relation oder feftgefepten Bedingung aufzufuchen ift, durch 
jede Integration irgend eine willfürliche Function zweyer Weränder: . 
Jihen eingeführt werde, und daß gerade hierin das Kennzeichen liege, 
durch welches fich diefer Theil der Sutegralrechnung von dem vorher: 
gehenden unterfcheidet. Denn fo wie bey der Auffuchung der Natur 
der Zunctionen einer einzigen Veränderlichen aus einer zwifchen den 
Differengialien feftgefegten Bedingung, mit welchem Gegenftande fich 
das ganze erſte Buch befchäftiget hat, durch jede Integration eine wills 
kürliche conftante Größe in die Rechnung eingeführt wird; eben fo 
haben wir in dem vorhergehenden Theile diefes zweyten Buches gefehen, 
daß, wenn Sunctionen zweyer Veränderlichen aus einer zwifchen den 
Differenzialformeln gegebenen Relation zu fuchen find, es zur Wefen: 
heit diefer Abhandlung gehöre, daß durch jede Integration nicht ſowohl 
eine conſtante Größe, als vielmehr eine ganz willkürliche Zunction einer 
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einzigen Veränderlichen in die Rechnung eingeführt werde; denn ob⸗ 
gleich in den meiften Fällen diefe Sunctionen, wie 3.8. I’ (ax 4-Py) 
die beyden Veränderlihen x und y enthielten, fd wurde dafelbft dem 
noch die ganze Größe ax 4-Py ald eine einzige Veränderliche ange 

feben, von welcher der Ausdrud I’ (ax + By) irgend eine —* 
bezeichnet. Man muß demnach hier, wo es ſich um Functionen dreyer 
Veraͤnderlichen handelt, wohl merken, daß durch jede Integration 
eine willkürliche Function zweyer Veraͤnderlichen in die Rechnung ein⸗ 
geführt werde, woraus ſich zugleich die Natur der Integrationen, 
welche ſich auf Functionen dreyer Veraͤnderlichen beziehen, folgern lagt. 


Au fga be 73. 

J. 440. Wenn v irgend eine Bunction der drey 
Veränderlichen x, yundz bezeichnet, ihre Differen 
sialformeln des zweyten und der höhern Brade ‚dar 
zuftellen. 

Auflöfung. 
Da jene Zunction die drey Differenzialformeln des erften Grades 


(=) (5) 5) 


gibt, fo wird jede derfelben, gleichfam als neue Function betrachtet, 
wieder drey J— darbiethen, welche ſich aber wegen 


d?v 
dxdy. -) = ( yd -) 
auf folgende fechs „ii zurücführen laſſen: 
d?v d?v d?v dv d2y 
( 2) 65 ) (2); (u): (>); (u): 
Die Nenner diefer Ausdrüde zeigen, weldhe von den drey 
Größen x, y und z bey jeder Differenziation allein als veränderlid 


angefehen werden muß. Auf ähnliche Art erhellt, daß die Differen: 
zialformeln des dritten Grades durch folgende zehn Ausdrüde gegeben 


werden: 
d’v dv 
12); (5); (5); 
d’v d3v dv 
(7); (1,); (); (5) 
d’v d’v 
(= =) (= 22 d =); (7: z 15)" 
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" Berner ift die Anzahl der Differenzialformeln des vierten Grades 
1, des fünften sı, un. ſ. w., welde.Zablen nach den Triangular- 
hlen fortfchreiten; und es erhellt zugleich aus der Form eined jeden 
wdruckes, wie man feinen Werth aus der gegebenen Function v 
wch wiederholte Differenziation beftimmen müffe, indem man bey 
ver Operation eine einzige Größe als veränderlich betrachtet. 


Zufaß ı 
6. 441. Dieß find alfo alle Differenzialformeln eined jeden Gra⸗ 
8, welche ſich aus jeder Funetion dreyer Veraͤnderlichen durch Diffe⸗ 
nziation ableiten laſſen, und welche ebenfalls als Functionen dreyer 
eränderlichen angefehen werden koͤnnen. 


3ufag = 

$. 443. So wie alfo aus einewfoldyen gegebenen Sunction Ihre 
mmtlichen Differenzialformeln mit Hülfe der Differenzialrechnung 
funden werden, eben fo muß man auch umgefehrt aus irgend einer 
gebenen Differenzialformel, oder irgend einer zwifchen zweyen oder 
ehreren Differenzialausdrüden feflgefegten Relation, die Function, 
8 weldyer biejelben entitehen, mit Hülfe der Integralrechnung aufs 
ben. 

Anmerftung ı. 


$. 443. In der Differenzialrechnung liegt zwar wenig daran, 
Die Function, welche man zu differenzieren hat, eine oder mehrere 
ränderliche Größen enthält, da die Differenziationsregeln für jede 
nzahl der Veraͤnderlichen diefelben bleiben, weßhalb ed auch nicht 
thig war, die Differenzialrechnung nach diefer Verfchiedenpeit der 
inctionen in verfchiedene Theile abzutheilen. Allein ganz anders ver: 
It es fi in der Integralrechnung, welche wir nad) diefer Verſchie⸗ 
nheit.der Bunctionen allerdings eintheilen müffen, deren Unterabthei- 
ngen ſowohl ruͤckſichtlich der eigenthümlichen Natur, als auch rück⸗ 
htlich der Vorſchriften ſehr von einander unterſchieden ſind. Wir 
reden alſo zeigen müffen, wie man dieſen Theil der Integralrechnung, 
Icher fih mit den Functionen dreyer -Veränderlichen befchäftigt, 
eckmaͤßig zu behandeln habe. Zuerft werden fi am bequemften jene 
ille entwickeln laſſen, in welchen der Werth irgend einer einzigen 
ifferenzialformel gegeben wird, woraus die Natur der gefuchten Func⸗ 
a beflimmt werden muß, weil diefe Beſtimmung keine Schwierigs 
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feiten darbiethet. Berner werde ich mich mit ſolchen Fragen beichäfti 31 
gen, bey welchen irgend eine Relation zwifchen zweyen ober mehren 
Differenzialausdrüden vorgelegt wird, und hierbey koͤmmt fehr wid 
darauf an, von welchem Grade diefe Ausdrüde ind, und weni fi 
aus dens erften Grade mehrere Fälle behandeln laſſen, fo laͤßt ſich bey 
den höhern Graden kaum etwas Erhebliches Teiften; ich werbe mic) alſe 
on diefe Ordnung bey der gegenwärtigen Abhandlung halten, 











Anmerfung =" 

J. 444. Man könnte hier auf den Gedanfen gerathen, daß zu 
Beſtimmung der Bunctionen dreger Veränderlichen ſogar zwey Bedin⸗ 
gungen oder Relationen zwifchen den Differenzialformeln zuläßig fegen, 
und daß die Aufgabe unbeftimmt bleibe, wenn nur eine einzige Be: 
dingung vorgefchrieben ift. 

Denn wenn man hat 

dv=pdx- gdy + rdz, 
woben die Buchftaben p, q, r die Stelle der Differenzialausdrüde 
des erften Grades verfehen, und es find 3.8. die beyden Bedingungen 
gegeben: 
g=-p md r=p, 
und daher 


dv=p(ds+-dy-+da), 
fo ift einleuchtend, daß die Auflöfung befannt ſeyn Fönne, namlich 
v=-T (+ty-+2). 

Allein auf diefen Einwurf antworte ich, daß ed bey diefem Bey: 
fpiele nur zufällig gefchehe, daß die beyden Bedingungen zugleich bes 
ftehen Fönnen, denn, wird die eine ein wenig geändert, fo, daß wo: 
fern q = p bleibt, — px feyn muß, und daher 

dv=p(ds+dy-+xdz), 
fo ijt einleuchtend, daß fich Fein Werth für p angeben lafje, mit wels 
dem der Differenzialausdruc 


dx dy + xdz 
multiplicirt, den Charafter der Integrabilität erhalt, und dieſes ein 
jige Beyſpiel ift hinreichend, um zu beweifen, daß durch die Angabe 
zweyer Bedingungen derley Aufgaben mehr als beſtimmt werden, und 
daher auch Feine Auflöfung geftatten, ausgenommen in gewillen Faͤl⸗ 
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in welchen gleichſam die eine Bedingung ſchon in der andern ent⸗ 

m iſt; es iſt Daher jederzeit eine einzige zwiſchen den Differenzial⸗ 
el gegebene Bedingung zur Beflimmung eines vorgelegten Pro: 
ed allerdings hinreichend, und es ift deßhalb ein ſolches Problem, 
durch die Integration eine willfürliche unbeſtimmte Zunction ein- 
hrt wird, eben fo wenig für unbeflimmt anzufehen, als die Pro⸗ 
te der gewöhnlichen Sntegralrechnung, deren Auflöfung eine will: 
che eonftante Größe in die Rechnung verwebt. 





- 
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Kapitel LM. 
Bon der Auffindung der Bunctionen dreyer Veränberlichen ab 
einem gegebenen Werthe irgend einer Differenzialformel, 


Aufgabe 74 
$. 449. an der Werth irgend einer Differew 
sialformel des erfien Grades gegeben ift, die Zune 
tion Dreyer VBeränderlihen, aus weldhen jener Diffe. 
renzialausdrud entfianden ift, felbft aufzufinden, 
Auflöfung. 
Sey v die gefuchte Function der drey Veränderlihen x, yunds 
und S irgend eine gegebene Sunction derfelben, der der Differenzials 
d d . . 
ausdrud (* gleich ſeyn ſoll. Da alſo (9) = 5 ift, fo wird, 
wenn die Größe x allein ald veränderlich, die beyden übrigen y und s 
aber ald conftant angefehen werden: dv = Sdx, und daher 
v=/Sdx 4 Const., 
wobey zu bemerfen ift, daß bey der Integration des Ausdruckes Sdx 
die beyden Größen yund z als conftant angefehen, und ſtatt Const. 
irgend eine Zunction von y und z gefegt werden muͤſſe. Die gefuchte 
Function wird fic) demnach auf folgende Art darftellen laſſen: 
v=/Sdx-+-T (y, 2); 
hier bezeichnet nämlich der Ausdruck T (y, 2) irgend eine Größe, bie 
aus y und z und conflanten Größen auf was immer für eine Art zu 
fammengefegt ift. 
Iſt (5) — 5 gegeben, fo wird man auf ähnliche Ars erhalten: 
v=/Sdy-+-T6@&, 2), 
und die Integration der Gleichung () = 5 gibt: 
v=/Sdz+T (x, y). 
Zufaß ı. 
$. 446. Man fieht nun zur Genüge ein, daß hier durch die In: 
tegration folcher Functionen flatt der Conſtanten eine willfürliche Func⸗ 
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ion zweyer veränderlichen Größen eingeführt werde, und daß eben in 
diefem Umftande der Charafter diefer Integrationen gefucht werden 
müſſe. | 
Zufaß 2. 
.. $. 447. Wir haben alfo bier die Auflöfung jenes Problemes’ 
gegeben, in welchem eine foldhe Function v der drey Veränderlichen 
x, y, s gelucht wird, daß, wenn man 


dv=pdx-+t qgdy + rdz 
feßt, entweder p=S, oder ¶ — S oder r=S werde, wobey S 
irgend eine gegebene Zunction bezeichnet, welche diefelben Neränders 
lichen ober zwey oder eine einzige derfelben enthält. 


Zuſatz 3. 
F. 448. Wenn alfo (5) =o oder p= 0 ſeyn ſoll, fo 
wird die gefuchte Function feyn v=I'(y,z), und damit ( —5)* =o 


werde, wird man v=T' (x, z) haben, damit aber endlich (5 =0._ 
werde, muß v=TI'(x, y) feyn. 
Anmerfung ı. 

F. 449. So wie wir im vorhergehenden Theile die willfürlichen 
Functionen einer einzigen Veränderlichen durch die Ordinaten beliebis 
ger, regelmäßiger oder ſelbſt irregulärer Curven darftellen Fonnten, 
eben fo laſſen fich auch in diefem heile die willfürlichen Sunctionen 
zweyer Veränderlichen, durch eine wie immer befchriebene Fläche dar- 
fielen. So wird, wenn wir uns über einer Ebene, in welcher die 
beyden Coordinaten x und y auf gewöhnliche Art angenommen werden, 
eine beliebige Fläche ausgedehnt denken, die dritte Coordinate, welche den 
- Abftand eines beliebigen Punctes der Släche von jener Ebene bezeichnet, 
irgend eine Function der beyden Weränderlichen x und y darftellen. 
Auf diefe Art ſcheint man am zwedimäßigiten zu einer richtigen Idee 
von derley Zunctionen zu gelangen, da fie uns nicht allein über die 
Natur diefer regelmäßigen Functionen, fondern auch über die Befchaf: 
fenheit der irregulären den gehörigen Aufſchluß gibt. 


— 


Anmerkung 2. 
F. 450. Es iſt hier auch nicht überflüffi id, zu bemerken, daß 
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ſolche Funetionen zweyer veränderlichen Größen auf unendlich verfhte « 
dene Arten dargejlellt werden Fönnen. Denn laffen wir in der m . 
wähnten Ebene die beyden Coordinaten x und y in zwey andere, t nd 
u übergehen, fo dag t—=ax + By und u=yx-+-dy wird, ſo 
ift einleuchtend,, daß die Function der beyden Weränderlichen t und u 
oder I’ (t, u) mit der Function der Variabeln x und y, oder I’(x,y) 
übereinjtimme ; denn werden flatt t und u jene Werthe für x undy 
gefept, fo kömmt in der That jene Zunction zum Vorfchein, welche 
bloß die zwey Veränderlichen x und y enthält. Wenn weit allgemeiner 

t irgend einer Function von x und y gleich gefept wird, und eben fou 
einer andern folden Function, fo wird nach gehöriger Subſtitution 
D (t, u) in eine Zunction von x und y übergeben, die durch Ax,y) 
ausgedrücdt werten fol; denn es ijt nicht nöthig, daß das Func⸗ 
tionszeichen D, welches gleichfam die Art. und Weife der Zufammen: 
feßung bezeichnet, in beyden Ballen dasfelbe ſey, indem es fich Hier im 
Allgemeinen um beliebige Zunctionen handelt. Wenn daher in der 
Folge etwa Sunctionen von der Form 


T(ax-+by, fx? + gy?) oder r[ve#7%.12] ꝛc. 


vorkommen, ſo kann man ſtatt derſelben immer den einfachen Ausdruck 
IT’ (x, y) ſchreiben. 


Anmerfung 3. 
F. 451. Die Betrachtung der gegebenen Auflöfung leitet und 
auf folgende Neflerionen. | 
Erſtlich wenn für 4 
dv=pdx-+ 4d49 4 rdz 
die Eröfe p = (=) — o feyn fell, fo wird man erkalten: 


dv=qdy-+ rd, 
woraus hervorgeht, daß v eine ſolche Sröße fey, deren Differenziale 
die Form qgdy + rdz haben wird, was nur dann möglich ift, wenn 
die Größe v bloß eine Function der beyden Veränderlihen y und z 
bezeichnet, und die dritte Größe x ganz ausfchließt; und weil zwifchen 
den Größen q und r feine Bedingung feftgefegt ift, fo behaupten wir 
mit Recht, daß man jlatt der Größe v irgend eine Function der bey: 
den Veränderlichen y und z nehmen fönne, oder daß —T(y, z) 


7 onen 


un] 
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ſey, und eben dieſe Aufloͤſung hat auch die Betrachtung der Sormel 


— = 0 gegeben. . 

Wenn ferner allgemeiner 65 =p=S ſeyn ſoll, wobey 8 
irgend einen aus den Veraͤnderlichen x, y und z zuſammengeſetzten Aus⸗ 
druck bezeichnet, ſo werden wir erhalten: 

dv=Sdx- qdy + rdz, 
welche Gleichung auf folgende Art aufgelöjt wird, 

Man fuche zuerft das Integrale der Formel Sdx, indem man 
bloß die Größe x als veränderlich betrachtet, und fege dasfelbe = V. 
Dieſe Größe foll nun, wenn fie in Bezug auf alle drey Veränderliche 
differenzirt wird, die Gleichnng 

dVY=Sdxr + Qdy + Rda 
geben, und da hieraus . 
Sdix=dV — Qdy — Rdz 
folgt, fo wird man erhalten: 
dr=dVY + (g—Q)dy-+(e—R) da, oder 
dr -—V)=(4-WV)dy+(r—B)dz, 
und hieraus geht, wie früher, hervor, daß die Größe v — V irgend 
einer Function -der beyden Veränderlichen y und z gleich gefegt werden 


Ä müjle. Weil nun V=/Sdx ilt, fo erhält man demnach, wie oben: 


v=/S4x +T 2). | 
Der Schluß, durch welchen wir dahin gelangten, verdient wohl 


bemerkt zu werden, da er auch in dem erften Theile vorzüglich gute 


Dienfte leiften fann; denn ain die Gleichung 


— aꝛ (N 
= dx? 


gegeben, fo wird man, weil 


d. — — dx (3 =) +4ı (di and' 
d. 2) - (0, )+ ) 


J an : Pr 


(m) = (=) (adx-t --a2dy) - 
+ (7) @dy +09, 


Euler's Integrafrechnung. 11. Bd. 22 
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ur 


=) +4( -)=(gein]: (5 + —9— 


Dat Sntegrale des letztern Bliedes ift offenbar: T(x + a), 
und daher ı , 
D)=-:(E)+rırmatm), 
wodurd eine Integration als vollendet zu betrachten if. Da nun 


de dx 2)+tu (2 5) 


ift, fo wird man erhalten: 


dz = — (dx— ady) + adyI” (x + ay). 


Sy num 
dı _ 
7,) => und x — ay=it, 
damit man " 
. dz = pdt + adyI”(t-+ 2ay) 


für Die zwey Veränderlichen t und y befömmt, und daher 
e=:T(c+aay) + /dt[p—sMitaay]) 

ö =T(s+a) FA(k—ajy)ı 
wei | 


Alt)=Alkk—ıy) md Tlt+-2ay) =T(xr-+ op) 
ift. | 
Aufgabe 7. 


F. 452. Die Natur einer Zuncktion dbreyer Ver 
änderlidenx, y, z zu befimmen, deren eine Diffe 
renzialformel des zweyten Grades irgend einer ge 
gebenen Sunction S gleich wird. 


Auflöfung | 
Es bezeichne v die gefuchte Function, und da diefer fechs Diffe: 
renzialformeln des zweyten Grades entiprechen, fo nehmen wir an, 


d2 
ed mülfe (= —S feyn, fo erhalten wir nach der erften Inter 
gration: 





(Z) =/841: +, 
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ıd , ferner durch nochmahliges Integriren : 
v=fdx/SSixt sl, +AW,:), 
o bey der doppelten Integration der Zormel dx /Sdx bloß die 
roͤße x ald veränderlich angefehen wird, wie wir bereitö oben ſchon 
innert haben. Auf ähnliche Art integrirt man auch die Gleichungen 
2v 
a —5 m (7 
| Für die übrigen Differenzialausbrriche des zweyten Grades iſt e& 
nreichend, die eingige Formel () —= 5 aufzulöfen. Integrirt 
an dieſe zuerft bloß in Bezug auf x, fo wird man finden: 


m — /Sdx + f(y, 2); 


tegrike man ku sum zweyten Mahle in Bezug auf die Veraͤnder⸗ 
be y, fo ergibt ſich ‚ Ä 
v= fdyy/Sdx +iaytor 2) +4 (x, 2), 
bey ich zuerft bemerfe, daß, wenn man auf die Ordnung zwifchen 
ı beyden Veränderlichen x und y Feine Rückſicht nimmt, der erfte 
eil durch den Ausdruck //Sdxdy dargeſtellt werden fönne. Wenn 
ner £(y, 2) was immer für eine Bunction von y und z bezeichnet; 
d man multiplicirt fie durch dy, und integrirt fie dann, indem 
m z als conftant anfieht, fo ift einleuchtend, daß von Neuem eine 
netion von y und z zum Vorfchein komme, und daß, weil jene auf 
ne Weife beſtimmt, duch diefe unbeſtimmt und daher willfürlich ſeyn 
rde; wir fönnen daher fepen: 
v = //Sdxdy +Tvd+Aß, 2) 
Z3ufaß.i 
$. 453. Sch bemerke Hier, daß durch die Integration der Formel 
yfly» 2) der Ausdrud A (x; 2) von felbft in die Rechnung ver: 
He werde; denn da daſelbſt bloß die Groͤße y als veraͤnderlich ange⸗ 
en wird, fb kann man ſtatt der conſtanten Größe, die bey der. In: 
ration beygefügt werden muß, jede Beliebige Bunction von x und £ 
N: \ 
Zufah 3: 

$. 454. Wenn jene gegebene Function's vetſchwindet ; fo wird 

ı nachftehende Integration erhalten: 


e 


aa 5 


— 7/0) Em 









© 
% 


wenn (7 T=) =o it, ofwd v=ıTWy,J)-+ AG, 
3) » vet ) 4AE/ 5. 
26G,) AG, 
= — > 3 veTeytang 

- ()=° + > v=Taontandf 
(.)=° »  » v=Toyp)+aWH] 


3ufaß 3. 

$. 455. Weil man hier zweymahl integriven muß, und auch zwey 

willtürliche Sunctionen, deren jede zwey Veränderliche enthält, m die J 

Rechnung eingeführt worden find, fo iſt dieß das ficherfte Kennzeichen, 
daß die gefundenen Integralien vollftändig feyen. 


3277— 
©] 
® a]: 
DISK 
| 
© 
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Anmerfung. 
$. 456. Eben diefe Integralien Taffen fi) auch noch auf eine 
andere Art entwiceln, welche fih auf das oben ($. 451) angeführte | 
Princip ſtuͤtzt; daß man nämlich, wenn 
dv=Sdx + qdy 4 rdaz 
ift, die Gleichung finden werde: 
= /Sdx + f(y, 2). 
d? . . . 
Iſt alſo (=) = 5, fo wird man diefem Grundfage gemäß 


a.(5) = Ss + dr (- a) + (65). 


Vergleichen wir dieſe Formel mit der obigen, ſo erhalten - wir 
(5) ſtatt v, flatt q und r aber die Formeln 


d?v d2v 
(5) * und 5), 
und daher wird das Integrale ſeyn: 
2* =/SSde HfG, * 
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Ba nun ferner 


TODE ORaT GL 


| iſt, fo wird man finden: 
= dv = ds /Bdx + dxf re) + dy (7 + da (5° ) 


woraus offenbar 
r. - vwsafdx/Sdx-+ xl (y, ) LAG, z) 





> auf biefefbe Art folgt, San auf dieſelte Weiſe muß die Rechnung 
denn hieraus ei er⸗ 
— man: 


a Geis re 


„ und dad Integrale hiervon ift: 
(z rt 


bie zweyte Integration führe‘ man in fotgener Bo aus: 


dv dy/Sdx + dx, +dz Z): 


j „ und weil 


» 
* 


dy, ) —7052) 
iR fo ergibt fi) hieraus wie früher: 
=/SSiuy+TYW,D)+Aß, a. 


Aufgabe 76. 

G 457: Man beftimme die Natur einer Function 
„dreyer Veränderlichen x, y, 2, für welche irgend eine 
-Differenzialformel des dritten Grades einer gege— 
benen beliebigen Sröße S gleich wird, die aus jenen 
Veränderlihen und conftanten Größen wie immer zus 


Frfammengefegt feyn mag. 


Auflöfung. 
Man fege die gefuchte Function = v, und gehe nicht ſowohl 
ihre einzelnen Differenzialformeln des dritten Grades durch, als viel: 
mehr jene, deren Beziehung verfchieden if. | 


d’v , . 
- -&ey alfo erfiens ( 15) = S, fo gibt die erfte Integration 
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wenn 1=) =o it, ſo wird v=xT(y,s)-+A(y, e) 
» 5) — 
d?v 

. ( 12) _ 
d?v 
(;) 


© 
v 
S 


0 
x 
x 


J 
© 
v 
⁊ 


v=yl (x, z) + A (x, 2).. 
v=s:sl(x,y) A (, ) 
v=T[T (x, 2) - A (y, 2) 


” 2) ” » ‚=T6 )-+A0, 2) 


(5) = ” ” v=T(,y) ra (x, 2) 


3ufasß 3. 
$. 455. Weil man hier zweymahl integriren muß, und auch zwey 
willfürliche Bunctionen, deren jede zwey Veränderliche enthält, in die 
Rechnung eingeführt worden find, fo ift dieß das ficherfte Kennzeichen, 
daß die gefundenen Integralien vollftändig feyen. 


Anmerfung. 


$. 456. Eben diefe Integralien Taffen ſich auch noch auf eine | 


andere Art entwiceln, welche fi) auf das oben (9. 451) angeführte 
Princip fügt; dep man nämlich, wenn 
dv=Sdx + qdy + rdz 
ift, die Gleichung finden. werde: 
v=/Sdx + f(y, 2). 
Iſt alfo (T = $, fo wird man diefem Grundfage gemäß 
erhalten: 


d?v 
d. n = Sd« +.dy (a; u) rd : (1). 
Vergleichen wir diefe Formel mit der obigen, fo erpalten w wir 
(2) ftatt v, flatt q und r aber die Formeln 


av und 
(35 15) dx u) 


und daher wird das Integrale feyn: 


dv 
(2 = /Sdix + fg 2) 
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Ba nun ferner 


ir= (7 2.) ix REN CO Pee 
ift, fo wird man finden: 
dv dz/Bdx + dxf(yre) + dy (7 + da 6) 
woraus offenbar 
————— — 2) 


uf Diefele Art folgt. Son auf biefebe Weife muß die Rechnung 


denn hieraus er er⸗ 





haͤlt man: 


a( — tt 5) 


und das Integrale hiervon iſt: 


(66 — + iD 


bie zweyte Integration führe man in fotgender Bom aus: 


dv=dyfSdx+dyf,e) + dx + ds I 


ds 
und weil 
Jayfy,)=T(y, 2) 
iit, fo ergibt fi) hieraus wie früher: 
v=//Sdsdiy+T(,2) +&A(, 2). 
Aufgabe 76. 
G 457° Man beftimme die Natur einer Zunction 


‚dreyer Veränderlihenx,y, z, für welche irgend eine 


Differenzialformel des dritten Grades einer gege: 


benen beliebigen Sröße S gleich wird, die aus jenen 


: 


Veränderlihen und conftanten Größen wie immer zus 
fammengefest feyn mag. 

Auflöfung. 
Man fege die gefuchte Function = v, und gehe nicht ſowohl 
ihre einzelnen Differenzialformeln des dritten Grades durch, als viel: 
mehr jene, deren Beziehung verfchieden iſt. 


-&ey aljo erftend ( in) = $, fo gibt die ee Le Integration 


— 342 wm 
ſogleich | 02 
d’v 


132 = /Sdx + :l(, 2), 
dann aber gibt die zweyte: 


(z 2) = fäsfsie + a) HAI) 
/ und hieraus folgt endlich: 
v=fäxfdx/Sdx + Fly.) +xAlys)+ 30, 2) 


Sey zweytens (= 5) = 8, fo erhält man durch bie ve bepden | 


erften Integrationen wie rüber: 


%) = fdx/Sdx + xT(y,z. » +A(, 3; 


‚ weil wir nun, wie wir bereit8 gefehen haben, 
I’(@,z) flatt SdyT’(y, 2) 
ſchreiben Fönnen, fo finden wir durch die dritte Integration: 
vafsiätdy+sTG,d+Ay,D) +3, e). 

In diefen beyden Fällen aber find alle Differenzialformeln ded 
dritten Grades enthalten, wenn man die veränderlichen Größen ver⸗ 
taufcht, die legte Formel (;) auögenommen, die wir deß⸗ 
halb abgefondert behandeln müffen. 


Sey alſo (un) = = S, fo erhält man, wenn zuerſt bloß 
in Bezug auf die Veraͤnderliche x integrirt wird: 


(5) = Six +0 2. 


Nun integrire man zum zweyten Mahle bIoß in Bezug auf die 
DBeränderliche y, und man wird finden: 


2) — //Sdxdy + IToG,D)+AKk, er 


und daher gibt endlich die dritte Integration in Bezug auf 2: 
vefsixdyde + TG, J)+AR +) 
und fo ift das Problem vollfommen aufgelöft. 
Zuſatz ı 
G. 458. Weil Bier eine dreyfache Integration erforderlich war, 
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ſo umfaſſen die gefundenen Integralien auch drey willkürliche Functio⸗ 
nen, deren jede zwey veraͤnderliche Groͤßen enthaͤlt, wie es die Natur 
der vollſtaͤndigen Integralien erſordert 


Zuſa & 2. 
6. 459. Verſchwindet die gegebene Groͤße 8, ſo werden ſich dieſe 
Integralien auf folgende Art darſtellen. 


—* 
v xXDGG, 2) +xA(y,2) +3 (y,2), 
wenn aber (=) = o ift, fo ergibt fi | 
v=ıl(y‚,z2) +A(y,‚)-+2(, 3 
iſt endlich fern 55 En) = o, fo wird man haben: 
ee ee el 


Anmerfung. 


F. 460. Diefelben Integralien fönnen auch nach einer zweyten, 
oben erklaͤrten Methode gefunden werden, und ed wäre überfläffig, 
die einzelnen Operationen bier beyzufügen. Eben. fo wenig wird es 
nöthig feyn, dieſe Unterfuchungen auf die Differenzialformeln höherer 
Grade auszudehnen, indem das Gefeg des Fortgangs der willfürlichen 
Sunctionen, welche die einzelnen Theile der Integralien bilden, fos 
wohl für fich, als auch nach den bereits oben angeführten Erflärungen 
hinreichend deutlich if. Wir haben alfo den Gegenftand diefes Kapis 
teld‘, in welchem irgend eine Differenzialformel einer gegebenen Größe 
gleich ſeyn foll, - vollfländig aus einander geſetzt. Bevor ich jedoch 
weiter gehe, will ich noch zwey ziemlich allgemeine Fälle anführen, 
deren Auflöfung fich ohne Schmwierigfeit auf die vorhergehenden bereits 
behandelten Theile der Integralrechnung zurücdführen laͤßt, und ‚die 
_ man daher hier als befannt anfehen Fann, wenn nicht etwa die Schwie⸗ 
rigfeiten, die fi) uns hier entgegenftellen , auf die gegenwärtigen Uns: 
terfuchungen fich beziehen. 


Aufgabe 77. 


$. 461. Wenn in der-vorgelegten Relation, aus 
welcher die Natur einer Function der drey Veränder: 


= 0 iſt, fo wird man erhalten: 


‘ 


— 34 


lichen x, y und: beſtimmt werden muß, Peine andern 
Differenzialformeln erfdeinen, als ſolche, welche 
aus der Veränderlichfeit einer einzigen Größe x ent« 
ſtehen, nämlich Mi Ausdrude: 


2) (a  “ 


Die gefuhte Function zu beftimmen. 


Auflöfung. 

Da die Gleihung, welche die vorgelegte Relation enthält, außer 
den erwähnten Formeln feine andere Differenzialausdrüde enthält, fo 
werden in derfelben die beyden Größen yund z als conftant angeſehen, 
und diefe Taffen fi) daher auch bey den einzelnen Integrationen ald 
folche behandeln; man muß ſich daher vorflelen, daß die vorgelegte 
Gleichung bloß die zwey NVeränderlichen x und v enthalte, und man 
wird, wenn die Klammern der Differenzialausdrücde weggelaſſen wer⸗ 
den, eine Differenzialgleihung erhalten, welche in daß erfte Buch ge: 
hört, und bey welcher, wenn fie auf höhere Grade fich eritredfen follte, 
dad Element dx als conftant betrachtet werden muß. Läßt fich alfo 
diefe Sleichung mit Hilfe der dafelbft vorgetragenen Vorfhriften inte: 
griren, fo ſetze man ftatt der Conſtanten, welche durch die einzelnen 
Integrationen eingeführt werden, willfürliche Sunctionen der zwey 
Veraͤnderlichen y und z, naͤmlich: 


PG, 2), AG, 2), %, 
und ſo wird man die vollftändige Auflöfung des vorgelegten Problemed 
erhalten. 


Zufaß ı. 
9. 462. Außer den zahlreichen Fällen der Sintegrabilität, die 
wir im erften Buche auseinander gefegt haben, werden alfo auch fol- 


gende Differenzialgleichungen, von einem fo hohen Grade fie auch im⸗ 
mer ſeyn mögen, aufgelöft werden können: 


S=Ar+B (7 )460 ( )+r(E 4. 


und 
=Ar+Bs(Z)+C e (74) + Dr + 
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Zuſatz > 
4‘ 463. Werden nämlicy die Klammern weggelaffen, fo erhält 
.man folche Differengialgleichungen, deren Integration wir in den legten 
Kapiteln des erften Buches gelehrt haben; man hat bloß ftatt der 


Conftanten, die durch Integration eingeführt werden, Bunctionen von 
der Gorm: 


Te, z), A (y, 2), I (y, z), ꝛc. 


zu fohreiben, damit auf diefe Weife die Sntegralien vollſtaͤndig erpalten 
werden. 


Anmerfung. 


$. 464. Hierher kann man auch jene gegebene Relationen rech⸗ 
nen, in welchen Differenzialausdrüde, die die beyden Elemente dx 
und dy enthalten, fo erfcheinen, daß das Element dy dürchaus diex 
felbe Anzahl von Dimenfionen hat, alfo Ausdrüde von der Form, 


d’v dav \, N 

(2) ; (); (5); (5): 36. oder 
ar d!v ds v 
9 Pay 5) (15); He 


wo aber * die Groͤße v ſelbſt nirgends vorkommt. Denn wenn wir 
dv d?v _ 
für den erſten Gall (7 —=u fegen, für den legtern aber (7)=% 


fo wird die Relation auf den Fall der Aufgabe zurüd'geführt werden, 
indem fie feine andern Differengialformeln enthält, ale 


du d? u 1=) 
ds/’ Te)r is) ı 2%. 


und etwa die Function u felbf. Wenn wir daher die Gleichung nach 
den oben gelehrten Vorfchriften integriren, und daraus die Function 


u Bine fönnen, fo wird auch, wenn man ftatt u entweder () 


oder febt, damit (7) —= 5 ode (> -) = 8 werde, 


die —8 ſelbſt nach den Vorſchriften dieſes Kapitels beflimmt 
werden. Ja ed werden fich auf diefe Art auch folche Gleichungen, 
die bloß Differenzialausdrüde enthalten, nämlich: 
(Er ) (Tr ), (Zr), 
(ir dxdyPdz' dx2dyPdz’ 
wo alle drey Elemente dx, dy, dz verfommen, auflöfen laſſen; 
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x 


denn wird ( 7) = u gefebt, fo wird die ganze Sracung feine 


andern Bormeln entalten, als 


d?u | 
3)’ (= )' (7 7) 
: nebft der Function u Pr ‚ und fo wird ſich die Gleichung auf den 
Fall dieſes Problemes bringen laſſen. — man durch die Aufloͤſung 


derſelben die Gleichmg u— 8 = n, woben S eine ſchon 
dyPde’ 


befannte Function bezeichnet, fo biethet -die Beftimmung der Function 
v felbft weiter Feine Schwierigfeiten dar. Es gibt aber außerdem aud) 
einen andern Fall, der fich auf den zweyten Theil des zweyten Buches 
zurückführen läße, und den ich in dem Tolgenden Probleme erörtern 
werde. 





Aufgabe 78, 

F. 465. Wenn in der vorgelegten Relation, aus 
weldher man eine Function v der drey Veränderlichen 
x, yundzyu befiimmen hat, feine andern Differen- 
zialausdrüde erfcheinen, ald jene, weldhe bloß aus 
der Veränderlichfeit der beyden Größenx und yent 
fpringen, indem das dritte Element dz ganz audge: 
Ihloffen wird; die Function v zu finden.. 


Auflöfung. 

Weil in der aufzulöfenden Gleichung, in welcher die gegebene 
Relation enthalten ift, die Größe z nicht als Veränderliche vorfommt, 
fo muß man bey allen Integrationen, fo viel deren auch ausgeführt 
werden mülfen, die Größe z als conftant behandeln. Die Auflöfung 
diefer Gleichung gehört alfo in den vorhergehenden Theil, indem eine 
Zunction, die bloß die beyden Weränderlichen x und y enthält, aus. 
der zwiſchen den Differenzialformeln gegebenen Relation zu beftimmen 
iſt. Wenn fi) daher die Rechnung ausführen läßt, und das Intes 
grale gefunden ift, fo ‚werden in demfelben eben fo viele willfürliche 
Functionen einer einzigen VBeränderlichen erfcheinen, die auf eine ber 
ſtimmte Art aus x und y zufammengefegt find, wie viele Integrationen 

erforderlich waren. Sey T (t) eine folche Function, wobey wir ans 
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nehmen, daß t durch x und y gegeben ſey. Damit nun die Auflöſung 
‚ unferem gegenwärtigen Zwecke entfpreche,, nach welchem wir die Größe 
z den Veränderlichen beyzäblten, fchreibe man ſtatt jeder willfürlichen. 
Zunction T'(t) hier I’ (t, 2), nämlich eine Zunetion zweyer Veränder: 
lichen, und fo wird man das vollftändige Integrale erhalten. 


3 u f A tz Bo 
$. 466. Wenn alfo die vorgelegte Gleichung folgende ift: 
ar — 92 2), | 


| dy? dx? 
fo wird, weil wir im vorhergehenden Theile 
v=T(x4ay) +A(r—oy) 
gefunden haben, für den vorliegenden Fall, in welchem v eine Fune⸗ 
tion der drey Veränderlichen x, y, z ſeyn ſoll, das Saale fih auf 
folgende Art darftellen: 
v=T[@+top,el+a een), 2). 


Zuſatz 2 
s 467. Es muß naͤmlich hier erinnert werden, daß der Ausdrud 


I’ [(x-+ay), z] 
irgend eine Function zweyer Veränderlichen bezeichne, deren eine 
=x-Lay, deren andere aber = z ift; und daher wird man die ' 
Sunetion felbft durch. die Ordinate, auf eine gewiſſe Fläche bezogen, 
darſtellen können. 


Ä Anmerfung. 

F. 468. Allein die in dem Probleme angeführten Gleichungen 
werden fich nicht nur auf den vorhergehenden Theil der Integralrech⸗ 
nung zurückführen laffen, fondern auch noch unzählige andere, die 
durch irgend eine Bubftitution auf jene Form gebracht werden fönnen. 
Wenn z. B. in der vorgelegten Gleichung feine andern Differenzial: 
formeln erfcheinen, als jene, bey welchen durchaus das Element dz 
nur eine einzige Dimenfion hat, naͤmlich: 


2): Gα Gν 


ſo wird jene Gleichung durch die Subſtitution (2) = u offenbar 
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in eine andere verwandelt, aus der nun die Function u gu beſtimmen 
ift, und die auf den in dem Probleme erörterten Ball zurückgefuͤhrt 
werden muß. Wenn demnach hieraus die Natur der Function u be⸗ 
ſtimmt werden kann, ſo daß u==S. wird, fo hat man noch die Glei⸗ 
chung (5) 8 aufzulöfen, woraus man, wie wir früher gefehen 
haben, erhält: 
v=/fSSds +T (z, y). | 

Eben fo bat man ſich zu benehmen, wenn fi die vorgelegte 

Sleihung mit Hülfe der Subftitution 


(Z od av, u, « 
d 22 —u er (Z ‚ j 


auf den Fall unferer Aufgabe zurüdbringen laͤßt. Die Sache iſt and) 
für fi) Flar, wenn mit Hülfe irgend einer Transformation die vorges 
legte Gleichung auf den Fall unferes Problemes zurücigeführt werden 
kann. Solche Transformationen habe ich oben aber mehrere auseinan⸗ 
der gefegt, wenn entweder flatt der gefuchten Function v eine andere 
u eingeführt wird, indem man v=Su ſetzt, oder wenn die Veränder- 
lichen x, y, z in andere p, q, r verwandelt werden, welche zu jenen 
in einer gewiſſen Relation ftehen. Diefe Rechnung habe ich für den 
Sal zweyer Veränderlichen oben ausführlicher auseinander gefeßt, und 
fie ift fo einlenchtend, daß eine ähnliche Reduction für den Fall dreyer 
veränderlichen Größen leicht angewendet werden Fann. Sm der Folge 
werden vielleicht dennody folche Transformationen vorfommen; ich gehe 
nun zu andern Fällen über, wo Differenzialausdrude jeder Art erfchei« 
nen, werde aber die Sache fehwerlich über die erften Elemente hinaus 
fortführen Fönnen. j 
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| Kapitel LI 
Bon ber Auflfung der Differenzialgleichungen des erften Grades, 


i Aufga b e 7% | 
J. 469. W.n für eine Function v ber drey Ber: 
aͤnderlichen x, Jr 2, nachdem | 
dv=pdx-+ qdy + rds 
geſebt worden iſt, die Relation Statt findet: 
aptßytry=0 
die Natur der Sunetion v zu beflimmen. 


.Auflöfung. 
Da 


ydr=ypdxr + ygdy — (aprPßg) dz 
ift, fo wird man erhalten: | 
ydvr=p(ydx— ad.) +gq Giy— Bde), 

und daher wird man, wenn 

yx—ız=t uud yy—Pßz=u 
gelegt wird, finden: 

ydv=pdt + qgdy; 
woraus hervorgeht, daß die Bröße v irgend einer Function der beyden 
Veränderlichen t und u gleich fey, fo daß 
v=T (t, u) 

wird, und wenn man die angenommenen Werthe wieder herftellt: 

v=T [x —az), vy—B2)], 
welche Sleihung alfo die Auflöfung der Aufgabe enthält, wenn zwi⸗ 
[hen den Differenzialformeln die Bedingung feitgefegt wird, daß 


—A 


ſeyn ſoll, und daher wird das Integrale dieſer Gleichung deutlicher 
in folgender Form dargeſtellt: 


J '=T[( = G- DIE 


zum 5350  desiäie 


3ufag ı. 
$. 470. Es ift einleuchtend, daß fich diefed Integrale auch unter 
folgender Form darftellen laffe: j 


rf@_:), (2 _ N] 

- [(G 9 G :)], 

wenn nämlich im Allgemeinen, wie wir oben bemerft haben, 

PE, ) 2A 6, ou) 

iſt, wenn t und u auf irgend eine Weile durch x und y beftimmt 
werden. 


4 


Zuſatz 2. 
F. 471. Ja man kann auch behaupten, daß, wenn die drey 
Formeln 
x y A x 


Pu Er Sue SE Be 
zufammengeftellt werden, die Größe v irgend eine Function diefer drey 
Ausdrüde fey, wenn nämlid eine derfelben durch die beyden andern 
gegeben ift, und dem ungeachtet iſt v einer Bunction gleich, die bloß 
zwey veränderliche Größen enthält: 


Aufgabe Bo, 
$. 472. Wenn für 
dv=z=zpdx-+ qdy-+ rd 
die Bedingungsgleidhung 
px+qytrre=nv, ob 


) 96) 


Statt finden ſoll, die Natur dieſer Funetion vzu 
beſtimmen. 


auflöfung. 
Man nehme aus der vorgefchriebenen Bedingung den Werth 


nv — px — qy 
ö—— — 


ſo erhaͤlt man durch Subſtitution desſelben: 
nvdz 1d2 d 
vw "Zap(a’)+g (a, 7), 


r = 
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oder ’ » 
nvdz 


dr — = pz.d.2+gqa.d.!. 
Damit nun das erſte Glied integrabel werde, multiplicire man 
mit Zr fo daß man. befömmt: 
tm 
Da nun die Größen p und q nicht beftimme find, weil aus einer 
Gleichung von der Form 
dv = P4X + QdY 
fih im Allgemeinen ergibt: | 
v=rT@&,D, 
fo folgern wir für unfern Sal: 
V x 
7 C, ) oder 
v=z.7T = 2) . 
Wenn man nämlich irgend eine Function zweyer Veränderlichen 
- und 2 durch zu, oder was dasſelbe ift, durch x” oder ye multipli⸗ 
eirt, fo erhält man für die Function v einen ſchicklichen Werth, welcher 
der vorgefchriebenen Bedingung Genüge leiftet. 
| Zuſas ı | 
$. 473. Es ift aber einleuchtend, daß der Ausdruck P (, ) 


eine ſolche Function bezeichne, in welcher die drey Veraͤnderlichen x, 
y, 2 durchaus Größen von feiner Dimenſion bilden, und daß umge⸗ 
ehrt alle Zunctionen von diefer Form in jenem Ausdrucke enthalten 
feyen. 


Zuſatz =. 
$. 474: Hat man aber ferner mit zw multiplicist, fo entſteht 
eine Bomogene Function der drey Veränderlihen x, y, z, für welde 
bie Anzahl der Dimenfionen = n ift, und daher läßt ſich die Auflöfung 
unferes Problemes fo geben, daß die gefuchte Größe v eine homogene 
Function der drey Veränderlihen x, y und z werde, bey welcher die 
Anzahl der Dimenfionen — n iſt. 
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Zuſatz 3. 
. 475. Iſt ‚alfo die vorgeſchriebene Bedinguns durch die 


Gleichung 
px qy prz=o, ober 


() ) 6) 8⸗ 
gegeben, fo wird die Größe v eine homogene Function feiner Dimen» 
fion von den drey Weränderlichen x, y und z bezeichnen. 


Anmerfung .. 
F. 476. Auf ähnliche Art gelingt die Auflöfung, wenn die vor: 
gefchriebene Bedingung die Eriftenz folgender Relation erfordert :- 


px + ßgy+yrz=nv, oe 
+ r(E)+re()=er 


denn weil dann 
nv — apx — Pqy 


yz 
iit, fo wird man erhalten: 


nvdz ar: 
—— — d — m nn 
av 7% F L * nl na [% ] 
. „Diefe Gleichung ſtelle man une folgender Form dar: 


ydv_  ndz px = -27]+ 21% ydy Bdz 
v 2 vv my 4 


woraus wir dann folgern, daß das Sntegrale de erſten Gliedes, 
nämlich ylv — nlz irgend einer Function der beyden Größen 


ylx —alz und yly — Bla 
gleich fey, und daß man, wenn man von den Logarithmen auf Zahlen 
übergeht, erhalten werde: 
7 Y 
_-r _, 3 ) 


zn „E * 


r = 








Wir wollen nun a= Sr B= m und y=- - fegen, damit fid 


die vorgefchriebene ots unter der Form 
—-—+% Ir. 4 = nY 
darſtelle, und es wird dann die Kulöfung auf folgenden Ausdruck zu⸗ 


c 


zung 7553 m 


rozıı Ce. 3) 


Wenn wir ferner 
A—X, Yo x und 2*2 
fetzen, ſo werden wir finden: 


= 2z4(F, n), 


und daher bezeichnet die geſuchte Größe v eine. homögene Function, 
in weldjer die drey Veränderlihen X, Y und Z durchaus diefelbe An⸗ 
gahl von Dimenfionen = n bilden. 


Aufgabe Bı. 
$: 475. Wenn die Belation 
dv=pdx+ gdy-+ rdz 
Statt findet, und die Bedingungsgleihung 
pztgqytrz=ur 48, 
wobey 8 irgend eine befannte Sunction der Verdnder: 
lihen x, y,'z bezeichnet, gegeben ift, die Natur der 
. 5efuhten Function v zu.beffimmen: 2 
| Auflöfung. 
Da die vorgefchriebene Bedingung den Werth 


nv+-S$S—px—qy 
z 


rüd'geführt werden: 


.’"T= 
gibt, fo wird man erhalten: 


dr 
dry rd Merle) (1, 3 








‚oder 


wm. 68da ,. q 4.7 
tete 


Syx=ts und y=uz, ſo daß nun S eine Bunction de? 
drey Beränderlichen t, u und zwird, und man integrire den Diffe 


tenzialausdrud — ſo, daß die Größen t und u als conſtant ange⸗ 


ſehen werden, ſo wird man, wenn dieſes Integrale = V geſeßt 


wird, finden: 
Euter's Integralsechnung. II 3. >33 
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‚=sVr+ter(ü 2) 


wo der letztere Theil eine homogene Function der drey Veraͤnderlichen 


x, y, 2 bezeichnet, und bey welcher die Anzahl der Dimenſionen 
==.n ıfl. 


Zufeß 2. 
-$. 478. Wenn S eine conflante Bröße = C iſt, fo wird man 


erhalten: 
Cdz 
v4 zatı nzu nzu’ 


Daher ergibt fich als erfted Glied des Integrals: 
Ve= — 8. 
n 
Hieraus geht hervor, daß derfelbe Werth zum Vorſchein Fommen 
werde, wenn man die Größen x, y und z mit einander vertauſcht. 


Zuſa ß 2. | 
$. 479. Bezeichnet S eine homogene Function von x, yundz, 
bey welcher Die Anzahl der Dimenfionen —= m ift, fo erhält man, weil, 
wenn x=tz und y=uz gelegt wird, S— Mzr wird, fo daf 
M bloß die Größen t und u enthält, und daher für conflant anzu: 
fehen iſt: — 
N /Mzmm-ıdz — Mann _ 8 


m—n  (m—n)zeu’ 








und fo wird das erſte Glied des Integrales — — > fen. 


B3uſatz 3% Ä Ä 
$. 480. Wird aber in diefem Falle m = n, fo findet man | 
V=Mlz-C=Ml.az, B- 
und das erſte Glied des Integrales iſt: 
= Mal.az=Sl.az. 
Mit gleichem Rechte wird dieſes aber auch ſeyn: 
=S1.by ve =Sl.ar, 
was deutlich genug in die Augen fällt, indem die Differenz dieſer 


Werthe eine homogene Function von n Dimenfionen wird, und daher 
in dem andern Theile des Integrales enthalten ift. 


— 555 m 
Anmerfung. 
$. 48ı. Das Prineip diefer Auflöfung Tiegt in dem fehr allges 
meinen Lehnfage, daß, wenn 
' dv=SdZz + PdX -+ QdY 
ift, wobey S eine gegebene Function, P und Q aber unbeftimmge 
Sunectionen bezeichnen, erhalten werde: 
y—=/S42z + T(X,Y). 

Allein es ift Hier nicht hinreichend, anzudenten, daß bey der 
integration des Ausdrudes SdZ bloß die Größe Z al8 veränderlich 
anzufehen fey, fondern es muß überdieß noch bemerft werden, daß die 
beyden Größen X und Y wie conflante Größen zu behandeln fenen. 
Wenn daher zufällig S die vorgelegte Function der drey andern Ver: 
änderlihen x, y, z it, aus welden die Größen X, Y und Z, auf 
welche hier Rückſicht zu nehmen ift, auf eine beftimmte Weife gebildet 
werden, fo müſſen zuerft flatt x, y, z die Örößen X, Y, Z einges 
führt werden, damit S als Zunction von X, Y und Z erfcheine; dann: 
aber muß man endlih, wenn die beyden Größen X und Y als cons 
flant, und bloß Z als veränderlich angefehen wird, das Integrale 
SS4AZ nehmen. ©o find alfo in dem Kalle unferes Problemes für das 


- d . „ 
Integrale 8 * die Größen und als conſtant auzuſehen, in⸗ 


dem man bloß z als veraͤnderlich betrachte. Man muß daher in der 
Function S die Größe. x—=tz und y=uz ſetzen, damit 8 eine 


⸗ x Ä * 
Function von z,t=- und u =: werde, von welchen Srößen die 


beyden legtern als unveränderlich anzufehen find. Man würde alfo in 
diefem Falle einen großen Zehler begehen, wenn man z als veränder-: 
lich) anfehe, die beyden übrigen x und y aber als unveränderlich be= 
handeln wollte; weil man fi) vorflellen muß, daß die beyden Größen 
x und y die Variable z ebenfalld enthalten. Da aber nad) Vertaus 
{hung der Veränderlichen für das erfte Glied des Integrals derſelbe 
Ausdrud zum Vorfchein fommen muß, fo daß 


dz dx 
wird, fo ift einleuchtend, daß man, wen x=tz und dx = tdz 
gefept wird, weil t conflant genommen werden muß, erhalte: 


⸗ dx on Stdz _ıa Sds, 
xꝛe 48 zatı =v2z ttızatı — 2 zutı ? 


23 * 


un 550 — 
denn in beyden rtegrationen müſſen die Verhaͤltnißquotienten der 
Veraͤnderlichen = 2, - > als conflant argeſchen werden, und daher 


wird nach gehoͤriger Bebuction bie Größe t= =- = mit Recht als unver 
anderlich betrachtet. 


Aufgabe 8. 
6. 482. Die Natur der Function v zu beſlimmen, 


wenn 
dv=pdx-t gqdy-+t rdz 

gefest, und bie Bedingungsgleihung gegeben wird: 
pL-rqM + ıN=o, 

wobey L, M, N gegebene Functionen der Veränder 


tihenx, y und z find, nämlid L bloß eine Sunction 
vonx, Mvony und N von z allein. 


Auflöfung. 
Beil ¶ II ZIT iſ, fo wird die frisst Gleichung 
dv=p (4x — = 


dv=pL 8) u (ir 
Man ſetze nun 


oder 





—= I — — un 
t L N und 
dy dz 

= /ı N’ 


damit man erhalte: | 

dv= pLdt - qMdu, 
fo ift einleuchtend, daß die Größe v irgend einer Function der beyden 
Reränderlichen t und u gleich feyn müjfe, welche man fo angeben 


fann, daß, wenn die drey Integralformeln /7 + / Y und — 


genommen werden, die Differenzen zwifchen je zwey berfeben für ı 
und u gefeßt werden müffen. 


inmerfung ı. 
$. 483. Die Auflöfung würde auch gelungen feyn, wenn 


zum 757 mE 


= bloß eine Function von x und z, und = nut eine Function von 


y und z gewefen wäre; denn dann hätte man die zur Integration ſchick⸗ 
lichen Multiplicatoren P und Q fuchen müffen, damit 


pP (dx — „= == dt und 
Mas 
Q(ar - )> du 


geworben wäre, und man. würde, weil 





padt q d u 
—— T 
it, erhalten: 
Y = T' (t, u). 


Durch die Vertauſchuug der Veraͤnderlichen x, y und z ergeben 
ſich aber auch noch andere Fälle, welche die Auflöfung geflatten. Wenn 
aber die Größen L, M, N anders befchaffen find, fo kennt man Feinen 
beflimmten Weg, auf dem man zur Auflöfung gelangen koͤnnte, und ders 
felbe. ſcheint allerdings ſehr verſteckt zu liegen, dar wir für den em 
einfachen Sal 

VHD9P+EtDgatEtnz=o0 
auf mehreren‘ Umwegen endlich zu der Auflöfung gefommen find, daß 
 v=rTF(t,)) - 


t=(x+-y-+2) (x— 2) und 
u=(x+y+2)(y— 2) 

ſetzt. Weil alfo die beyden Größen t und u, von welchen jede Sunc- 
tion flatt v gefest, der aufgeftellten Bedingung Genüge Teiftet, in 
diefem Falle fo-fehr verwidelt find, fo wird man noch weit weniger 
eine allgemeine Auflöfung erwarten fönnen. 


wird, wenn man 


A.nmerfung 2 
.$. 484. Die Auflöfung läßt fi aber noch auf mehrere andere 
Fälle ausdehnen, Wenn die gegebenen Bunetionen L, M, N fo bes 
ſchaffen find, daß. fi andere Zunctionen E, F, G, H, auffinden 
laſſen, durch welche man erhält: 


(ie a) nl na und 
(ix --)+n (a = du, 
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- fo wird man, wenn " » 
p=PE+0RG wm q=PF-+ OH 
gefegt wird, finden: 
dv=Pdt-+ Qdu. 

Hier find die unbeftimmten Functionen P und Q flatt p und q 
eingeführt worden, und die Größe v wird irgend einer Function der beys 
den Veränderlichen t und u gleich ſeyn, oder man wird erhalten: 

v 7 (t, u). 

Die ganze Rechnung geht alfo darauf hinaus, daß für die gege⸗ 
benen Sunctionen L,\M, N, die Bunctionen E, F, G, H gefunden 
werden, was zwar immer möglich zu feyn ſcheint; allein diefe Unter 
fuchung it gewöhnlich weit fehwieriger, ald die Beantwortung der 
vorgelegten Frage felbfi. Allein es ift hinreichend, zwey ſolche Func⸗ 
tionen E und F aufjufinden, und hieraus die Größe t zu beſtimmen, 
weil dann durch Vertaufhung der Veränderlihen x, y, z mit den 
entfprechenden Funetionen L, M, N zugleidy ein ſchicklicher Werth 
von u von felbit erhalten wird. So gibt 3.8. in dem vorhin ange: 
führten Beyſpiele, wo 

L=y+z, M=x:ı-Htz, N=xı-Hty 
ft, nachdem wir 
© t=(@+y+2 («— 2) 
gefunden haben, die bloße Vertaufchung, auf der Stelle 
u=(s+y+2z2)y— 2%, 


u=(+y+2)a— 7; 
denn es ift gleichgültig, welchen Werth wir gebrauchen wollen. 


oder auch 


Aufgabe 83. 
$. 485. Die Natur der Function v zu unterfudhen, 


wenn 
| dv=pdx-t gdy-+ rd 
gejegt wird, und die Bedingungdgleihung pqr = ı 
Start finden foll. 
Auflöfung. 
Weil * * iſt, ſo wird man haben: 
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dvrepdistgdy + 


und hieraus folgern wir: . 
{ __ edq 
rer4g+ E p-+räg: on 


Durch diefe Transformation haben wir den zwei: erreicht, daß 
der Integralausdrud nur die beyden Differenzialien dp und dgq ert⸗ 
hält. Segen wir diefe alfo an die Stelle der Hauptgrößen, fo fchlies 
Ben wir, daß jener Integralausdrud irgend einer Zunction der beyden 
Veränderlihen p und q gleich feyn müffe. Sey S eine ſolche Funec⸗ 
tion, daß 

v=pxr-+q7 +- ——S 


wird, fo bat man nur noch, weil die Sröfen p und q noch in der 
Rechnung erfcheinen, zwey andere Größen zu eliminiren, und biefer 
Zwed läßt fich erreichen, weil 


re 


und daher 
| TC Bu 
iſt. Es wird fich alfo nun die Auflöfung auf folgende. Art darſtellen. 


Man führe die drey Veränderlihen p, q und z ein, nehme irgend 
eine Zunction S der beyden Variablen p und q, und fege 
| as 
urn) m =,+@% u) 
fo wird dann Die gefuchte Function v durch folgende Gleichung bes 
flimmt werden: 


32 48 ds 
— — —) — 8 
trr(,)tı ’ 


oder, wenn man die Öröße v lieber durch die drey Veränderlichen x, 
y und z ausdrüden will, fo fuche man aus den beyden Gleichungen 


g ds 2 
x — — — und — — 
+rG 7 et 


die Werthe von p und q, fo wird man, wenn biefelben in der Func⸗ 
tion S fubjtituirt worden find, erhalten: 


‚=sp+07+..—8 
und fo werben wir der Forderung Genüge leiften. 


sun 500 m 


3ufap ı.. 
$. 486. Nimmt man für die Function S die conflante Größe C, 
" wird man, weil 


pqg=- and. pq = 00.0.0 


4 


iſt, | erhalten: 


4 


pg= —* und daher 


ey und av .. 
folglich findet man: | 
T=3yıyr — cC, 
md dieſer Ausdruck iſt ein particulärer Werth, welcher unferer Auf: 
gabe Genüge leiftet. 


Zuſatz 2. 
$. 487. Beil in der vorgefchriebenen Boingunggtägung 


pgr=ı oder 2) EG Fr =ı 


bloß die Differenzialien der drey Veränderlichen x, y und z erfheinen, 
fo fann man diefelben um beliebige conjtante Größen vermehren, wo: 
durch man folgende etwas allgemeinere Auflöfung erhält: 


v=3Vat)G0 Fett) —c, 
Unmerfung ı 


. 488. Es gibt außerdem noch einen andern Fall, der einer 


leichten Entwickelung fähig iſt, indem man S— 2cYpgq ſetzt, wor: 
aus ſich ergibt: | 


eV und =. V - 


— vy iy—ce 








und daher 





Wir erhalten alfe: 
I — — — 
v=3Ve(Vıy — co), 


— 50] 


und durch Vertauſchung der Veränderlichen werben wir auf ähnliche 
Art finden: 
v3 V,; Var und 23z z — a), 


wo man „ferner x+-f,y+gudz+k für x, yundz fchreiben 
fann. - Übrigens ift einleuchtend, daß die allgemeine Auflöfung eben fo 
gut gelingt, wenn die Größe r irgend einer Function von p und q 
gleich ſeyn fol, oder wenn zwifchen den Größen p, q und r irgend 
eine Gleichung gegeben wird. | 


Anmerkung 2. 
$. 489. Sept man 
dv—pdx-t 445 4 res, 
und wird owiſchen den Ausdrüden | 
dv 
IN), ge (lt), re (i 


I 


irgend e eine Gleichung gegeben, —8 * Differenziation die Gleichung 
| Pdp+Qdgq-+Rir=o 
erhalten werden [La und man nimmt dann 
S@dp-+y “1 + zdr), n 
fo daß man et 
‚v=pxt+qgytrrz—$S, 
fo 'nefme man nun eine beliebige Function der drey Veränderlichen 
p, qundr, welche wir durch V bezeichnen wollen, und deren Diffe: 
renziation die Slihung 
dV—=Ldp-+ Mdq + Ndr 
geben mag, ſo iſt dann 
o=Pudp + Qudq + Rudr, 
und daher 
dV=(L+Po)dp + (M+Qu)dgq + (N +Ro)dr. 
"Diefe Formel ift wegen der neuen Veränderlichen u, bie wir 
eingeführt haben, ganz allgemein. Man fege nun S= V, fo wird 
man erhalten: 
x=L-+- Pu y=M- Qu; z=N-+ Ru; 
fo daß num außer den Veränderlichen p, q, r, von welchen jede durch 
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| bis deyden andern beflimmt wird, bie neue Variable u eihet; wor | 


durch wir bereits die drey Größen x, yund x fo beſtimmt heben, daß 
fih mittelſt derfelben ‚umgefehrt die Größen p, gu F und. u angeben 
laſen; dann aber wird man haben: 
|  vep+-y+trz—V un 
Hat man demnad für V irgend eine Funetlon Ver NEN BER 
Ien pr q imd x genommen, zwiſchen weldjen bie Bitingun li. 
PipHQdäg+Rirm=o . 
der Annahme gemäß Statt finden fol, fo fegemn | 


x=Pu + (5); y=Qu-+ Co & * * 
"und man wird erhalten: 
veept+Qatena+ rl) + 1(Z av) 2. (e u 


welche Auflöfung deßhalb den Vorzug vor ber vorhergehenden dient 
weil bey derſelben die drey Groͤßen p, q, r dieſelben Verbindungen 
eingehen. 


* 
... 
J . „ 


Aufgabe 84 


wenn | 
‚dv pdx 4 qdy 4 rdz 

geſetzt wird, und die Bedingungsgleichung pqr = 

Statt finden foll. 


Auflöfung. 
Nehmen wir p =, q =”, ro, fo wird man, 


weil der vorgefchriebenen Bedingung gemäß PQR= ı feyn muß, 
erhalten: | 





dv. Pdx Ay , Rd 


v x y 3 . 
Geben wir nun 
1v V; lw=X; 1 y=Y; la=2; 
fo werden wir die Gleichung finden: 
dV—=Pä4X-+ QdY-+ RdZ, 
für welde POR = ı feyn muß. Da diefe Unterfuchung von dem 


$. 100 Die Natut der Sunction v zu beflimmen, | 
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vorhergehenden Probleme nicht abweicht, fo wird dieſelbe Auflöfung 
auch fehr leicht dorthin übertragen werden, . 


\ Anmerfung. 

$. 491. Mehrere Fälle, welche ſich vielleicht in diefem Kapitel 
behandeln ließen, entwidle ich hier nicht, -theild weil man ihre Anwen- 
dung noch nicht erfennt, theild aber, und zwar vorzüglich deßhalb, 
weil ich mir vorgenommen habe, bloß die erſten Principien dieſes noch 
ganz unbekannten Theiled der Integralrechnung kurz anzudeuten. Über 
die Differenzialformeln höherer Grade aber, welche in der vorgelegten 
Bedingungdgleichung erfcheinen dürften, Iaßt ſich kaum etwas fagen, 
außer einigen Bemerkungen, welche die homogenen Bleichungen bes 
treffen, und mit diefen will ich alfo diefen Theil der Integralrechnung 
fließen, und zugleich das ganze Werf feinem Ende entgegenführen. 
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8 a pitel IV. 
Von der Auflöfung der homogenen Differenzialgleichungen. 


Aufgabe 8. 
$. 492. an v irgend einer Sunction der bey: 
den Größen t und u, die durd) die drey Beränderliden | 
x,yundzfo beftimmt find, daß | 
t=ax+t+ßz und u=yy- dr 
wird, gleich ift, Daraus ihre Differensialformeln 
aller Grade zu beitimmen. 


aAufloöfung. 
Da v eine Zunction der Größen 


t=ax+ßz nd u=yy- 62 
ift, fo werden ihre Differenzialformeln, die aus diefen beyden er: 
änderlichen entftehen, befannt feyn, naͤmlich: 


dv dv (z d?v ꝛe.; 
(3 ) (3 u); d 5); (m td ) (* =) ; 


(=). erhalten wir aber ſogleich 


= GIER) 


die She des erften Grades. Für tie Diff | 
zialformeln des zweyten Grades aber ſinden 1 wir: 


2 (a8) ( ) 
| (m = ® (7 E + 283 a +? 6 
(4) = (1) (rl) +) 


und 


(157;) —Pr (u) +y° ( =)" 


Auf ähnliche Art gehen wir weiter auf den dritten Grad aber: 


ds v is d’v De (7 
3) A ie); du’ 





mn — 
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(ers) +) +) 
1975) =.ey (Fr): (a) =: » (212) 
en) = aß (= +5 cr) 
Gr tr) 

BE = aß =) + 2aß (= -) + r (=) 
(Gar) Hear (a) + re (= 


d3v 
147%) = aßy (=) ray Ta) 


woraus ſich Teicht abſehen läßt, wie man diefe Differerzialformeln fuͤr 
die hoͤheren Grade fortfegen muͤſſe. 





Aumerfung ı 
6. 493. Man wird vielleicht glauben, daß diefed Problem alle 
gemeiner hätte aufgefaßt werden müjfen, indem man die Größen t 
und u durch die drey Veränderlichen x, y, und ſo beſtimmt, daß 


t — ax —38y 4 yz um eæ⸗ | 
würde. Allein da diefe Vorausfegung bloß zu dem Ende gemacht 
wurde‘, damit v als eine Sunction von t und u erfchien, fo.ift ein= 
leuchtend, daß man dann aud) v ald eine Function der beyden Größen 
et — Bu und 5t — au: behandeln fönne, ‘wovon die erftere fein y, 
legtere aber Fein x enthalten wird. Man muß daher die gemachte 
Borausfegung ald ganz allgemein betrachten; allein e8 wird dennoch 
bier eine Ausnahme zuläffig zu fegn foheinen, wınnt=x-+ z und 
u=x— ziit, weil hier der Werth von a nicht vorfömmt. Allein 
auch in diefem Falle wird die Größe v, wenn fie auch als Function 
von t-- u und t— u betrachtet wird, dennoch als Function von 
x und z erfcheinen, welcher Zall allerdings in der Vorausfesung liegt, 
wenn B=o und y=o genommen wird. 


s Anmerfung 2. 
$. 494. Ich habe diefes Problem defhalb vorausgefhidt, weil 
ich Bier Feine andern Diffsrenzialgleichungen behandeln will, als jene, 
denen ein folcher Werth Genüge feiftet, daß v irgend einer Bunction 
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der zwey neuen Veränderlichen t und u glei wird, welche Größen ; 


von den urfprünglichen x, y, = fo abhängen folen, daß, wie wir 
angenommen haben 

t=ar + fy um very se 
fey. Es fällt aber leicht in Die Augen, daß folche Gleichungen, denen 


— 1. 


auf diefe Art Genüge-geleiftet werden fann, homogen feyen, fo daß - 
die aufzulöfende Gleichung nur aus Differenzialformeln desfelben Gra: 
des befteht, die ſaͤmmtlich durch conftante Größen multiplicirt und durch 


Addition mit einander verbunden find, welcher Benennung der homo⸗ 
genen Gleichungen ich mich fchon im vorhergehenden Kapitel bedient 
babe. Iſt alfo eine folche homogene Gleichung vorgelegt, fo ſubſti⸗ 
tuire man ftatt der einzelnen, durch die Elemente dx, dy und dz 
gebildeten Differenzialausdrüde die hier gefundenen, und durch Die 
Elemente dt und du gebildeten Werthe, und feße dann jedes einzelne 
Glied, in wie fern ed eine beftimmte, aus den Elementen dt und du 
zufammengefegte Differenzialformel enthält, für ſich gleih Null, und 


- beftimme hieraus die Quotienten e und n; wenn es fich nicht fowohl 


| um diefe Größen felbft, als vielmehr um ihre Verhältniffe Handelt.’ 


Weil alfo nun zwey Dinge zu unterfuchen find, wenn mehreren Gleis 
chungen Genüge geleitet werden fol, fo laſſen ſich folhe homogene 
Sleihuugen auf diefe Art nur dann auflöfen, wenn jene mehreren 
Gleichungen nur auf zwey zurüdgeführt werden können, über welchen 
Gegenftand die folgenden Unterfuchungen noch mehr Licht verbreiten 
werden. | 

‚Aufgabe 86. 


F. 499. Wenn die homogene Sleihung ded.erften 


Treyal)rei)=e 


gegeben ijt, die Natur der Größe v als Zunction der 
drey Veränderlihenx, y, z zu beflimmen. 
Auflöfung. 
Man nehme an, ed ſey v=T (t, u), wobey 
t=ax-+ Pz um u=yy- öz 
ift, fo wird, nach gehöriger Subftitution, dem vorhergehenden Pros 


- 
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bleme gemaͤß, unſere Gleichung in die zwey Theile zerlegt werden: 


(Z) A +9 +(F)er+c9=e, 


und wird jeder derfelben für fich gleich Null gefegt, fo findet man: 


b8 
@ C 





und i = 7, 
7 
und daher wird 
t= Cx — Az und ja 0 —- Ba. 

Es wird demnach das vollſtaͤndige Integrale der vorgelegten 
Steichung feyn: 
: v=T[(Cx— Az), (Cy— Ba)], 
welche fich auch in folgender befferen Form darftellen läßt: 


‚-r[@-2), @-91 
3ufaß ı. 


F. 496. Es ift einleuchtend, daß durch Vertaufchung ber Were 
änderlichen dieſes Integrale auch auf folgende Art ausgedrückt werden 


fönne: 
vr [@-3), 9] væ 
.. ver[@-h) CHI. 
denn es ıft 
1-1=(-9)-€-9) 
Zufaß = 
$. 497. Wenn aus der vorgelegten Gleichung die drey Ausbrüde 
x y x z y 2 


A wPAıAT Ed 57C5 


gebildet find, fo wird auch jede Zunction, die aus denfelben wie immer 


jufammengefegt ift, einen brauchbaren Werth für v darbiethen; denn 
weil jede diefer beyden Formeln die Differenz der beyden andern ift, 
fo muß man fich vorftellen, daß eine ſolche Function bloß zwey Vers 
änderliche enthalte. 


3 uf ab 3. 
§. 498. Es ift gleichgültig, welchen von dieſen drey Integral 


N 


— ‚308 = 


ausdruͤcken wir gebrauchen, wenn aber die beyden neuen Veraͤnder⸗ 
lihen t und u einander gleich werden follten, dann maß man eine 
andere Korm nehmen. Wenn .%. C== 0 wäre, fo wäre der erfte 
Ausdruck v=T (2, z) als bloße Function von z unbrauchbar, und 
das vollitändige Integrale würde feyn: 


r=T(i-4% =) oder 
v=[f [(Bs— Ay), gs]. 


Aufgabe 8. Ä 
F. 499. Sey gegeben die homogene Sleihung des 
zweyten Grades: 


206) rB ( =) re @& =) r»D (5) 


te (u) HF (u) 
man fuche Die Bälle auf, in den das Integrale der: 
felben durh die Form T(t,u) ausgedrüdt werden 
fann, wobey | 

t=ax+-ßz md u=yy-+ 5. 


Auflöfung. 
Nach gehöriger Subftitution wird den in der Aufgabe 85 vors 
getragenen Formeln gemäß die vorgelegte Sleihung in folgende drey. 
Glieder aufgelöft werden: 


) (At + CR: + 2Eaß) 


(;) (2Cß5 + 2Day-+ aEad + aFßy)t = o, 


d?2v 
(=) (By? + C5 + 2Fy3) 
deren jedes für ſich verfchwinden muß. Das erftere gibt 


B _—E+VER-AC 
a C 4 


das letztere aber 


d _—-F+Vr_— BC 
a — 


und werben diefe Werthe in dem mittleren Gliede, welches auf die 
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Form 
CB3 
—E+n +2 + | 

gebracht werden mag, ſubſtinirt ſo Mühen fie auf nachſtehende 
Gleichung: 

 EF—CcD=ViEZA0 (F —BO. 

Diefe Gleichung enthält die Bedingung zwifchen den Eoefficienten 
A, B, C, D, E, F, unter welchen die hier gebrauchte Auflöfung 
Statt finden kann. Wird dieſe Gleichung entwickelt, ſo erhaͤlt man 
. @D: — aCDEF-- BCE: ACF- — ABC: = o, 
und daher wird 


—}PEF—BER—AF 


DB AB 
weil der Zactor C durch Multiplication eingeführt worden iſt. So oft 
aber die Bedingungsgleichung 

AF® + BE: + CD: = ABC + aDEF 
Statt findet, laͤßt fi folgender algebraifche Ausdruck, der aus der 
vorgelegten Gleichung gebildet werden muß: 

Ax: 4 By? + Cz? + 2»Dxy + aEız + aFyz, 
in zwey Factoren Auflöfen, und daher kann die hier gebrauchte Auflö: 
fung in feinem andern Falle angewendet werden: Ami alfo diefe Fälle, 
welche die Auflöfung geftatten, richtig zu entwideln, nehmen wir an, 
die Factoren diefed Auödrudes fegen: 
(ax -+-by+ cz) (fx-Fgy # ha), 
welches demnach der Gall ſeyn wird, wenn 
A at; | B= bg; C=ch 
sD=ag+bf; &E=ah+ch; aF—=bh-+ cg 

und man findet hieraus in der That: 

AF: -BE- CD = ABC 4 »DEF;} 
fir Die Auflöfung aber ergibt fich hieraus | 





| 8ß —.a Be _-—ft — 
entweder —52 — oder „> 
und | ü , | 
d* ut u 
nme - = — der ,7 ur 
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woben bemerkt werden muß, daß für die Br üche e and di⸗ 
unter einander geſetzten Werthe zufammengenommen werben muͤſſen, 

fo daß 
entweder = cx — az und u=cy — bz 
oder t=hxr — fz und umhy — 82 


iſt. 
Zür die Faͤlle alſo, welche die Aufloͤſung zulaſſen, wird das voll⸗ 
ſtaͤndige Integrale ſeyn: 


v=T[(cx—.az), (ey — b2)] + 4 [h2—t2), (hy—g2)] 
oder 


nerfi_:, !_: 2 y_= 
ı=TG ce’ »b ) +26 2-5). 
Zuſatz ı 
$. 500. Auf diefe Art laffen fi) alfo nur jene homogenen Glei⸗ 


- dungen de swegten Grades auflöfen, welche enthalten find in der 
Form 


s(Z)+b (75) + (#2) +@g+bN &r) 
++ (a) + o, 
dann aber wird das vollftändige Integrale ſeyn: 


_ x 2 y_ 2 x 2 y 2 
ı=rG eh ) 6-i, d 


Zuſatz 2. 


F. 501. Um aber leichter zu erkennen, ob eine vorgelegte Oli 
hung von der Form 


++) re) 
ae (a) (u —8 


darauf zurückgeführt werden kann oder nicht, leite man hieraus den 
algebraiſchen Ausdruck ab: 


Ax: + By”? 4 Cz? 4 2Dxy- 2Ex⸗ r aFyz 
Laßt fich diefer in zwey rationale Factoren 
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(ax +by-+ oz) (fx + gy + ha) 
anfiöfen, fo kann auch das vollftändige Integrale der Gleichung ſogleich 
angegeben werden. 
N Zuſatz 3. 

$. 502. Nur der einzige Gall, in welchem jene zwey , Bactoren 
einander gleich werden, macht eine Ausnahme, weil dann die beyden 
gefundenen Functionen in eine zufammenfallen würden. Es laͤßt fich 
aber aus dem Vorhergehenden leicht einfehen, daß, wenn f=a, 
bu=g und hc werden follte, das vollftändige Integrale ſich auf 
folgende Art darſtelle: 


erh i-)+al-h =) 


Anmerfung ı. 


FS. 503. In den Zällen alfo, in welchen eine homogene Gleichung 
des zweyten Grades die Auflöfung geflattet, enthält diefe auch zwey 
homogene Bringen des erften Grades, nämlich: 


2) tr) 
334835 


deren jede derfeiben Genũge Teiftet, und werden die vollftändigen In⸗ 
tegralien derfelben zufammengenommen, fo bilden fie das vollitändige 
Integrale der vorgelegten Gleichung. Hieraus leiten wir nun eine 
andere Methode ab, die Integralien homogener Gleichungen des zmeys 
ten Grades zu finden, indem wir eine Öleihung des erſten Grades, 


welche denfelben Dee leiſtet, fingiren, naͤmlich: 


TOESOHMOHE 
hieraus bilden wie dann durch dreyfache Differenziation die drey neuen 
en 
et) 
“GC retten 
(5) mb (ara: 17%) re (=) = 


ah * 


zum 7.2 SEES 


Multipliciren wir die erfte hiervon mit f, die zweyte mit g und 
die dritte Durch h, und bringen fie in eine Summe, fo finden wir jene 
allgemeine Gleichung felbft, deren Integrale wir oben dargeſtellt Haben. 
Man wird alfo diefe Gleichung gleichfam ald ein Product aus zwey 
homogenen Öleihungen des erften Grades anfehen Fönnen, durch deren 
Verbindung das vollftändige Integrale erhalten wird. 


Anmerfung 2 


6. 504. Es werden hier demnach unzählige homogene Gleichun⸗ 
gen des zwenten Grades auögefchloffen, welche auf diefe Art nicht in= 
tegrirt, oder auf Sleihungen des erften Grades zurüdgeführt werden 
önnen. Diefe auögefchloffenen Alle erfennt man fämmtlih daran, 
wenn die Gleichung 


AFP: + BE + CD’ = ABC + 2DEF 
nicht beſteht. Won diefer Art ift die Gleichung (= * 5) 67 


welche alſo ein ſolches Integrale, wie wir hier angenommen Gaben, 
nicht geftattet; auch Fennt man feinen andern Weg, auf welchem das 
vollftändige Integrale derfelben gefunden werden fönnte. Es laffen 
fi) aber unzählige particuläre Integralien angeben, weldye fogar will: 
fürlihe Zunctionen enthalten; allein nur Functionen einer einzigen 
veränderlichen Größe, und man muß demnad) diefelben für unfern 
gegenwärtigen Zwed bloß als particuläre Integralien anfehen; denn 
feßt man 





v=Td(x+Pßy+y2, 

fo muß nach gemachter Subflitution aß = y? werden, oder es muß, 
wenn y=ı genommen wird, aß = ı feyn; und Daher leiften fogar 
unzählige folche Zormeln in Verbindung Genüge, fo daß 


=T(öx+tir+=)+A(fs+irte) 
+2 (6x4 !y+e)+ m. 


wird, wo man für a, ß, y, 5 wad immer für Zahlen nehmen Fann. 
Werden aber auch unzählige ſolche verfchiedene Formeln mit einander 
verbunden, fo kann dennoch das Integrale nur als ein particuläres 
betrachtet werden. Hieraus geht nun hervor, daß die volftändige 
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Integration der Gleichung (= Ira 5) = (* 53) von größter Wichtige 
keit ſey; und daß eine Methode, dieſen Zweck zu erreichen, die Grenzen 
der Analyſe ſehr erweitern würde. Die homogenen Gleichungen des 
dritten Grades erfordern aber eine nody weit größere Einfchränfung, 
wenn die vollftändige Integration auf diefe Art gelingen foll, wie in 
dem folgenden Probleme gezeigt werden wird. 


Aufgabe 88. 
$. 505. Für die homogenen Sleichungen des drit- 
ten Grades jene Fälle zu beffimmen, in weldhen das 
vollfländige Sntegrale durch einen angenommenen 
Ausdrud dargeftellt, oder auf die Form der homoge— 
nen Gleihungen des erfien Grades surüdgefüpet 
werden kann. 


Auflöfung. 
Man jielle fi) vor, daß in der homogenen Gleichung de6 dritten 
Grades die Gleichung des erſten Grades 


(7 ) + G)+e ()=> 


enthalten ſey; ſoll nun dieſe der Gleichung des dritten Grades: 

(75) +) te) 
+) te |_ 

lt alt] 

He) 


Genuͤge leiften, fo muß nothwendig der algebraifche Ausdruck 
Ax’ + By + C2 + Dey- Fx’z + Hyz + Kıyz 

" + Exy? + Gxz? — Iyzt 
den Bactor ax + by cz enthalten; wenn aber der andere Factor 
von neuem nicht in zwey einfache auflösbar ift, fo wird er auf eine 
homogene Gleichung des zweyten Grades zurückgeführt werden, welche 
die Aufloͤſung nicht geſtattet. Damit demnach die vollfländige Integra⸗ 
tion gelinge/ fo muß jener Ausdruck aus drey einfachen Sactoren beſte⸗ 
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ben, welche 
(ax --by-+ cz) (fx + gy + be) (kx + my + a) 
feyn mögen, und daher werden bie Eoefficienten der algeneinen Glei⸗ 
chung ſich auf folgende Art verhalten: , 
A = afk; 
B=bgn; 
Ci= chn; 
 D=afm-+ agk + bfk; , 
E—=agm + bfm + bgk; 
F=afn +ahk-+ ofk; 
G=ahn + cfn + chk; 
H=bgn +-bhm- cgm; 
I=bhn + cgn + chm; 
K=agn- ahm + bfn; 
+—bhk + cfm-+ cgk; 
und dann wird das volftändige Integrale feyn: 


— i-drGehid) 
+2(-7.3-3) 


ed gibt nämlich jeder einfache Factor eine willfürliche Function zweyer 
veränderlichen Größen. 


Zuſatz ı 
9. 506. Sn jeder diefer Zunctionen laſſen fidy die Veränderlichen 
x, y, z mit einander vertaufchen, ja man fann fogar jede gleichfam 


aus drey Veränderlichen zuſammengeſetzt denfen ; die erfte nämlich aus 
den Variabeln 

x y 
a. 5’ 
and eben fo die übrigen. 


y 2 
5 und - — 


Zuſatz 2. . 
$. 507. Wenn zwey Factoren einander gleich find, nämlich 
| f=a, g=b, h=c, 
in welchem Balle die beyden erften Functionen in eine zufammenfallen 


— 375 um 


würden, fo muß man an ihre Stelle fchreiben:: 


er id +aG-h id) 


wenn aber alle Dep Factoren einander gleich find, fo daß überbieß 
noch 


k=a, mb md n==c 
wirb ‚ fo wird das vollſtaͤndige Integrale ſeyn: 


28(62-, 12)40 6 I) 
| +2(6-203-35) 


Z3ufag 3. 


F. 508. So wie wir hier die beyden erften Theile mit x? und mit 
x multiplicirt haben, fo Fönnten wir fie auch mit y? und y, und eben 
fo auch -mit 2? und z multipliciren, denn es ift gleichgültig, welche 
Veränderliche wir gebrauchen, wenn ed nur nicht jene ift, welche etwa 
allein nach dem Zunctionszeichen erfcheint, wenn nämlid ao wäre, ' 


. „ 7 
und Sunctionen von den Größen x und - — . genommen werden 


müffen, dann müßten die Druftipficatoren x? und x ausgeſchloſſen 
werden. 


Anmerfung ı. 


$. 509. Auf ähnliche Art ift einleuchtend, daß die homogenen 
Gleichungen des vierten Grades nach dieſer Methode nicht aufgelöft 
werden fönnen, wenn fie ſich nicht in vier folche einfache Gleichungen 
zerlegen, und ſich gleichfam ald Producte derfelben betrachten Taflen. 
Denn obgleidy hier in der That feine Auflöfung in Factoren Statt 
findet, fo fieht man doch aus den angeführten Benfpielen deutlich, 
wie man auß irgend einer homogenen Differenzialgleichung eines belies . 
bigen Grades einen algebraifchen Ausdruck desfelben Grades, . welcher 
‚Die drey Veränderlichen x, y und z enthält, bilden müffe, Läßt ſich 
diefer in einfache Zactoren von der Form ax + by + cz zerlegen, 
fo wird ſich daraus zugleich das vollftändige Integrale der Differenzial: 
gleichung ohne Schwierigkeit ergeben, indem jeder Factor eine Func⸗ 
tion zweyer Weränderlichen gibt, welche einen Theil des Integrales 
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bildet, fo daß auch diefer Theil, fir fi) genommen, ber Differengal- 
gleihung entfpricht, und ald ein particulaͤres Integrale angefehen 
werden kann. Wenn aber jener algebraifche Ausdrud fo beichaffen 
wäre, daß er zwar einfache Faetoren hätte, aber nicht fo viele, als ex 
Dimenfionen bat, fo würden die einzelnen Sactoren zwar particaläse 
Sntegralien darbiethen, die aber zuſammengenommen das vollkändige 
Integrale nicht bilden würden., Wenn g. 8. die Differenzialgleichung “ 
des dritten Grades 


dv d’v dv dsv In) o 
dı2dy +b(z 5) u as) — dyd=:/ 


gegeben wäre, fo wärde, weil der algebraifhe Ausdrud 
ax’y -— bxıy? — axzt — byz! 
den einfachen Factor ax + by enthält, hier auch der Werth 


ven (-% :) 


Genüge leiften ; allein zum vollftändigen Integrale fehlen noch zwey 
willfürlihe Sunctionen, welche dad vollftändige Integrale der Glei⸗ 
chung —— —— — — 0 enthalten, woraus nämlich der andere 
Bactor xy— 22 jened Ausdrudes hervorgeht. &o oft alfo diefe alge: 
braifchen Ausdrücke, welche aus den homogenen Differenzialgleichungen 
. höherer Grade gebildet werden, die Auflöfung in Factoren, wenn diefe 
auch nicht einfach find, geftatten; fo lernen wir hieraus wenigften®, 
wie man die Integralien derfelben auf Gleichungen niederer Grade zu⸗ 
rücführen könne, welcher Umftand bey folchen fchwierigen Unterfuchtns 
gen ohne Zweifel von größter Wichtigfeit ift. 


Anmerfung’a. 


F. 510. Dieß ift alles, was ich über die Auffindung der Func⸗ 
tionen dreyer Veränderlichen aus irgend einer gegebenen Relation zwis 
fhen den Differenzialien vortragen fonnte, und dieß find weiter nichts 
als die erften Elemente diefer Wilfenfchaft,, deren weitere Entwickelung 
dem Scharffinne der Geometer auf das angelegentlichfte zu empfehlen 
iſt. Denn wir find weit entfernt, dieje Speculationen für unfruchtbar 
zu halten, daß wir vielmehr das meifte, was noch in der Theorie der 
Bewegung flüffiger Körper vermißt wird, auf diefe höheren Zweige 
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Malyſe verweilen müffen, und der Nugen derſelben fcheint daher 
edwegd dem erfleren Theile der Integralrechnung nachzuftehen. 
fe Ispteren Theile ‘verdienen um fo mehr auögebildet ju werden, 
"Die Theorie der flüfligen Körper es fogar mit Functionen von vier 
inderlichen zu thun hat, deren Natur aus den Differenzialglei- 
gen des zweyten Grades aufgefucht werden muß. Allein diefen 
I wollte ich wegen der Armuth an Materie nicht einmahl beräpren. 
biefer Theorie aber ift Die Auflöfung der Gleichung 
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größter Wichtigfeit. Hier bezeichnen die Buchflaben x, y und z 
) Coordinaten, t aber die verfloffene Zeit, und ed wird eine Zunc« 
diefer vier Veränderlichen gefucht, welche, ftatt v gefeßt, jener 
ichung Genüge leiſtet. Aus dem bisher Vorgetragenen aber fieht 
ı leicht ein, daß das vollftändige Integrale diefer Gleichung zwey 
kürliche Funetionen enthalten mülfe, deren jede eine Zunction Dreyer 
änderlichen ift, und daß alle übrigen Auflöfungen, die weniger 
emein find, für unvollftändig zu halten feyen. Man kann aber 
r Mühe unzählige particuläre Auflöfungen darftellen; denn. wenn 
z. B. 
GPννα, 
n, ſo finden wir 
o — aꝛ PR 42 

da dieß auf unzaͤhlige Weiſe geſchehen kann, ſo werden and u uns 
ich viele folche Functionen zufammengenommen einen brauchbaren 
rth für v darbiethen. Berner leiften auch folgende Werthe Genüge: 


_FatVEe+r + 
Werft 
r@+ VEZyom 
vepyoa. 
_TIutVe—e—n) 
— V—— — 
— 


— ve 2 77 


v= 
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deren Yuffladung aber fchon fchwieriger iſt. Da aber dieſe Werthe 
bloß Functionen einer einzigen Veraͤnderlichen find, fo geben fie nur 


| 


| 


ehr partieuläre Integralien , welche fogar auch dann noch particnldr - 


ſeyn würden, wenn man für v Funetionen zweyer Veränderlichen er⸗ 
halten würde; allein folche Zunctionen Tann man wicht ehimafl ver- 
muthen. Da alfo das vollftändige Integrale fogar zwey willkuͤrliche 


| 


Bunctionen dreyer Veraͤnderlichen enthalten muß, fo ſicht m man leicht 


ein, wie weit wir noch vom Ziele entfernt ſind. 
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Variationsrechnung. 
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.. 8apitel .L 
Bon der VBariationsrechnung im Allgemeinen. 


ErfIlärung ı 

(6. 1. Mean fagt, die Relation zwifhen zwey 
Beränderlidhen variire, wenn der Werth, durch wel- 
hen die eine der Variablen mittelfi der andern aus 
derfelben beſtimmt wird, um eine unendlich Fleine 
Größe wahfend gedaht wird. Diefe Zunahme wer: 
den wir die Variation jener Bröße, zu der fie Hinzu 
rommt, nennen. 


Erörterung 

(. 2. Es wird bier alfo zuerft eine Relation zwifchen den beyden 
Veränderlichen x und y in Betrachtung gezogen, die durch irgend eine 
Sleichung zwiſchen denfelben ausgedrüdt wird, und aus diefer find 
für die einzelnen Werthe, welche der Größe x beygelegt werden, die 
eutfpsechenden Werthe von y zu beflimmen; dann aber hat man fich 
vorzuſtellen, daß die einzelnen Werthe von y um unendlich kleine 
Theilchen wie immer vermehrt werden; fo daß diefe geänderten 
Werthe von deu wahren, aus der vorgelegten Relation fich ergeben» 
deu Werthen unendlich wenig abweichen. Auf diefe Art ſagt man, 
daß diefe zwifchen x und y beftehende Relation variire, und zugleich 
"werden die den wahren Werthen von y beygefügten Größen unendlich 
Plein genannt. Beſonders muß aber hier bemerft werden, daß diele 
Variationen, um welche die einzelnen Werthe von y wachſend gedacht 
werden, weder einander gleichgefeßt, noch auf irgend eine Weife von 
einander abhängig genommen werden, fondern unferer Willfür ders 
geftalt überlaffen bleiben, daß alle; bi6 auf eine oder einige, welche 
gewiften Werthen von y entiprechen, geradezu als verfchwindend bes 
trachtet werden Fönnen. Man hat fi nämlich vorzuftellen, daß Diele 
Variationen au kein Gefeh gebunden feyen, und daß die zwilchen 
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x und y gegebene Relafion auf die Beftimmung jener Variationen nicht 
influire, fondern man muß diefe lepteren als ganz willfürlich anfehen. 


Zuſatz ı. 
$. 3. Hieraus geht hervor, daß die Variationen von den Diffes 
renzialien ganz verfchieben ſeyen, obgleich beyde unendlich Fein, und 
daher verfchwindende Größen find; denn bie Variation afficirt den» 
felben Werth von y, welcher einem und demfelben Werth von x ent: 
fpriht, während dad Differenzial dy zugleich den folgenden Werth 
x + dx berüdfichtiget. 


3ufaß 3. 

6. 4. Denn wenn aus der zwifchen x wıd y feflgelepten Relation 
der Größe x der Werth y entfpricht, der dem Ausdrude x + dx ente 
fprechende Werth von y aber =y’ gefebt wird, fo iſt dann 

dy=y—y; 
allein die Variation von y hängt feineswegs von dem folgenden Werth 
y’ab, ja man kann vielmehr jeder der beyden Größen y und y‘ ihre 
Variation für ſich nach Gefallen anweifen. 


Anmerfung. ‘ 


$. 5. Diefe Idee der Variationen, welche an und für fich allzu 
unbeſtimmt und unfruchtbar ſcheinen fönnte, wird in ihe volles Licht 
gefegt werden, wenn wir ihren Urfprung, und die Art und Weife, wie 
man zu derfelben gefommen fey, näher werden auseinander geſetzt 
haben. Man gelangte zu diefer Sdee vorzüglich bey der Auffuchung 
frummer Linien, denen die Eigenfchaft eines Marimams oder Minis 
mums zufommt Um nun aber diefen Gegenftand durch die allgemeine 
Betrachtung nicht dunfel zu laſſen, wollen wir die Aufgabe betrachten, 
bey welcher eine frumme Linie verlangt wird, auf welcher ein fchwerer 
Körper von einem gegebenen Puncte bis zu einem anderen gegebenen 
Puncte am gefchwindeften herabgleitet. Aus der Natur der größten 
und Fleinften Werthe geht hier fogleich hervor, daß die Eurve fo bes 
fchaffen feyn mulfe, daß, wenn man an ihre Stelle eine andere, ‚von. 
ihr unendlich wenig abweichende Frumme Linie ſubſtituirt, die Fallzeit 
in derfelben gang diefelbe bleibe. Man muß alfo die Auflöfung fo 
vornehmen, daß, wenn die gefuchte Curve als befannt betrachtet wird, 
die Rechnung auch für irgend cine audere, von ihre unendlich wenig 
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abweichende Eurve eingerichtet, und daher der. Unterfhied, welcher. 
ſich für den Ausdrud der Zeit ergibt, beurtheilt werden kann; denn wird 
diefer Unterfchied gleich Null. gefept, fo wird fich dann aus diefer Gleis 
hung die Natur der gefuchten Curve erflären laffen. Diefe von den 
gefuchten krummen Linien unendlich wenig abweichenden Curven werden 
aber am bequemften fo betrachtet, daß man fich vorftellt, die.den ein⸗ 
zelnen Abſciſſen entfprechenden Ordinaten würden um unendlich Fleine 
Theilhen vermehrt oder vermindert, d. i. fie variirten. Es ift zwar 
gewöhnlich Sinreichend, eine folche Variation einer einzigen Ordi⸗ 
nate beyzulegen; allein es fteht Fein KHinderniß im Wege, mehrere 
oder fogar alle Ordinaten folche Variationen annehmen zu laffen, da 
man immer zu derfelben Auflöfung gelangen muß. Auf diefe Art wird - 
nicht allein die Methode in ein weit helleres Licht geftellt, fondern 
man erhält audy Hieraus vollftändigere Auflöfungen. derley ragen, 
und es Iaffen ſich hieraus felbft Aufgaben, die fich auf andere Bedins 
gungen beziehen, entwideln. Es fcheint mir daher allerdings noth- 
wendig zu feyn, die Variationsrechnung in der möglich, größten Aus⸗ 
- behnung, deren fie fähig iſt, zu behandeln. 


Erflärung 2 


F. 6. Wenn zwifhen zwey veränderlicdhen Groͤßen 
eine Relation gegeben iſt, ſo ſagt man, daß jede der— 
ſelben variire, wenn jede für ſich um eine unendlich 
kleine Große wachſend gedacht wird. Hieraus erhellt 
nun, wie die Sache zu verſtehen ſey, wenn man jede 
Veränderliche variiren läßt. 


Erörterung. 


g 7. Wenn irgend eine Sleihung zwifchen den beyden Vers 
änbderlichen x und y gegeben ift, durch welche ihre gegenfeitige Relation 
ausgedrüdt wird, fo kann dieſe Relation, unferer Erflärung zufolge, 
auf. doppelte Art varıiren: ein Mahl, wenn man die einzelnen Werthe 
von y varüren läßt, während die Werthe von x unverändert bleiben; 
das andere Mahl aber, wenn, während die Werthe von y unverändert 
bleiben, die einzelnen Werthe von x geändert gedacht werden. Wir 
tönnen und daher ohne Anftand vorftellen, daß jede der begden Vers 
änderlichen gleichzeitig ihre eigenen Variationen erleide, die man fogar 
fo. nehmen fan, daB fie durchaus unter einander nicht zufammenhäns 
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gen. Es wird demnach hier eine doppelte Variation betrachtet, wäh 
rend bey der erften Erflärung nur eine einzige geftattet wurde. Wir 
betrachten aber hier die Sache fo allgemein, daB feine der beyden Va⸗ 
riationen an irgend ein Geſez gebunden fey, und daß auch die Wa⸗ 
riationen von y auf feine Weife von den Variationen von x abhängen. 


Bufag 3.. 
$. 8. Aus dem alle, in welchem eine doppelte Variation Gtatt 
findet, ergibt ſich demnach der erftere gleichfam als ein befonderer 
Fall, wenn die Variationen der einen Veränderlichen ganz aufgehoben 
werden, und hieraud fieht man ein, daß der Fall der zweyten Erklaͤ⸗ 
ung den der erften in fich begreife. 


j 3ufaß a. 
$. 9. Hieraus ergellt noch deutlicher, wie eine zwifchen zwey 
Beränderlihen gegebene Relation auf unendlich verfdiedene Weife 
variiren fönne, und weil wir angenommen haben, daß diefe Variatio⸗ 
nen an fein Geſetz gebunden feyen, fo fieht man zugleich ein, daß alle 
möglichen Variationen jener Relation auf dieſe Weife angedeutet 
werden. 





Unmerfung u 


F. 10. Zwar umfaſſen die Variationen, welche einer der beyden 
DVeränderlichen beygelegt werden, fchon alle möglichen Variationen, 
welche die zwifchen den beyden Veränderlichen feftgefegte Relation ers 
leiden fann, fo daß ed überflüjlig fcheinen fönnte, die Rechnung für die 
doppelte Variation einzurichten. Allein betrachten wir die Natur der 
Sache, und die Anwendung, für welche fie beftimmt ift, aufinerffamer, 
fo wird die Betrachtung der doppelten Variationen keineswegs über: 
flüffig erfcheinen, wie dieß durch die Geometrie fehr deutlich auf fol« 
gende Weife wird gezeigt werden. Da jede zwifchen zwey veränder- 
lichen Größen gegebene Relation auf das Beftimmtefte durch eine in 
einer Ebene befchriebene Curve Dargeftellt wird, fo fep AYM (Fig. ı) 
eine frumme Linie, die durch eine Gleichung zwifchen den Cootdinaten 
AXx und XY=y beflimmt ift, und die alfo jene gegebene Ne 
lation darftellt. Nun wird alfo jede andere frumme Linie Aym, bie 
von jener nur unendlich wenig abweicht, jene Relation geändert darftellen, 
wie diefe auch immer befihaffen feyn mag, fo fann fie doch immer fo 
betrachtet werden, daß derfelben Abfciffe AX = x der geänderten 
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Ordinate Xv entfpricht, wobey die kleine Linie Xv die Variation bes 
zeichnet: Diele Betrachtung ift auch für die meiſten Pröblenie, welche 
rückſichtlich der größten und Fleinfteri Werthe vorgetragen ivürdent, bins 
reichend. Gewoͤhnlich ftellt man fich vor,. daß die Curve AM. bloß in 
einigen ihrer Elemente variire; wenn aber die frage ſo beſchaffen ift, 
daß unter allen Eurven, welche von eineni gegebenen Puncte A ju 
irgend einer gegebenen Curve CD gezogen werden koͤnnen, jene krumme 
Linie AYM beſtimmt werde, welcher die Eigenfchaft eiries Marimunis 
oder Minimums zukommt, dann muß man diefelbe Eigenfchaft anf 
irgend eine Andere nächfigelegene Curve Ay in, die fich auch in einem 
anderen Puncte m der Linie CD endigt, übertragen; und fo für den 
legten Punct M der geſuchten Curve ſowohl die Abſeiſſe AP, als die 
Ordinate PM vatüren laſſen, und zwar fd, wie es die Natur det Linie 
CD erfordert; damit run die Rechnung für eine folche, durch das 
legte Element eirigeführte , Vatidtioni eingerichtet werden kann, fo iſt 
ed allerdirgs nöthig, daß für die einzelnen zwifchen liegenden Puncte X 
det Curve AM ganz allgemein die Abſciſſe AX=x, ald aid die 
Srdindte XY = y was immer für eine Variation erleide. Die Var 
riation der erſtern fey die Linie Xx, die der legtern aber =ty— XV, 
woraus nun die Natur und zugleich die Anwendting einer ſolchen dop- 
selten Variation auf das deutlichite hervorgeht: 


Aunmierfung ı. 

Me rt. So wie uns die Betrachtung des letztern Puncts der aufs 
zuſuchenden Eutve diefe herrlichen Auffläruiigen gegeben Hat, eben fo 
muß Mar auch dent erfleren Puncke eine Variation beylegen, Wenn 
i. B. unter allen Linien, welche man von einer gegebenen Curve AB 
(Big. 5) zu irgend einer andern ebenfalls gegedenen CD gezogen den: 
tea kann, jene zu fuchen iſt, welcher die Eigenfchaft eines größten 
oder kleinſten Werthes zukoͤmmt, daun Wird es noch weit Nöthiger ſeyn, 
ſowohl deu einzelnen Abſciſſen Ax, als auch den Ordinaten XY be- 
liebige, durch Fein Geſetz beſchraͤnkte Variationen in der Rechnung anzu⸗ 
weifen, damit fie ſodann auf die Variation fowohl des Anfangspunctes G 
ber geficchten Curve, als auch auf des Endpunctes M derfelben übertragen 
Werden koͤnnen. Obgleich aber diefe Aufklärung aus der Geometrie 
genoumien wurde, fo ſieht man dennoch leicht ein, Buß die daraus ab- 
geleitete Idee der Variationen weit allgenieiner fey, ünd in der 
Bnalyfis von ausgezeichneten Nutzen ſeyn werde: Der berüßntte 
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de la range, der fcharffichtigfte Seometer , aus Turin, dem wir 


die erſten Unterfuchungen über die Variationsrechnung zu danken haben, 


bat dieſe Methode auf eine höchft geniale Weife fogar auf unzuſam⸗ 
menhängende Linien, die zu der Gattung der Polygone zu rechnen find, 
angewendet, und bey diefer Arbeit leifteten ihm diefe doppelten Varia⸗ 


tionen den größten NRugen. 


Erflärung 3. 
$. ı2. Man fagt, eine Relation zwiſchen drey ver 
Anderlihen Srößen, weldhe durch zwey Sleihungen 


beftimmt wird, variire, wenn entweder eine, oder . 


zwey, oder alle drey Variablen um unendlich Fleine 
Theilchen wahjen, und dieſe legtern nennt man die 
Variationen derfelben. 


Erörterung. 


G. 13. Da drey veränderliche Größen, 5. B. x, y and z vor: 
fommen, zwifchen welchen zwey Sleichungen gegeben ſeyn follen ; fo 
fann man mitteljt einer derjelben die beyden übrigen beftimmen, fo 
daß fi ich fowohl y ald auch z ald eine Function von x anſehen laͤßt. 
Auf diefe Art aber pflege man eine krumme Linie, die nicht in der 
felben Ebene befchrieben it, zu bejtimmen, wenn die einzelnen Puncte 
derfelben durch die drey Cootdinaten x, y und z auf die gewöhnliche 
Weife bezeichnet werden. Wenn fih nun einer folchen Curve irgend 
eine andere nächftgelegene anfchließt, fo daß die Differenz unendlich 
Hein it, fo wird diefe neue Curve die Variation der gegebenen fenn, 
und man muß fich voritellen, daß die Variation jener, zwifchen den 
drey Veränderlichen x, y, z gegebenen Relation ihre Natur ausdrüde, 
Wenn man daher zwey nächftgelegene Puncte, deren einer in der vor: 
‚gelegten Curve felbft, der. andere aber in der fie begleitenden, variir: 
ten Linie angenommen wird, mit einander vergleicht, fo kann es fid 
ereignen, daß entweder alle drey Coordinaten, oder nur zwey, oder 
wenigitens eine für die varüirte Curve verfchieden ausfallen, und die 
Unterfchiede derfelben von den Coordinaten der Hauptcurve werden 
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ihre Variationen darſtellen. Dieſe muß man aber bier fo allgemein ' 


betrachten, daß fie ſich auf alle nächitgelegenen Eurven erſtrecken, diefe 
mögen von der vorgelegten Curve der ganzen Ausdehnung nach, oder 
nur in einigen Iheilen abweichen, fo daß auch die nicht continuirfichen 
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Linien, wenn diefe nur der Hauptlinie fo nahe als möglich Tiegen, - 
nicht auögefchloffen werden ; denn diefe variirten Eurven find dem Ger. 
fege der Stätigfeit nicht zu unterwerfen, damit fie alle möglichen 
krummen Linien, die von der Kanptlinie unendlid) wenig abweichen, 
in ſ ich begreifen. 


Zufap ı. 

F. 14. Mit jedem Puncte der vorgelegten Curve oder der Haupt⸗ 
linie wird alfo jeder Punct der variirten Curve, der von jenem unends 
lich wenig abfteht, verglichen, und man fieht ein, daß dadurch die 
Variationen der Eoordinaten beflimmt werden. 


Zuſatz = 
$. 15. Weil ferner durch die eine angenommene Veränderliche x 
die bepden andern y und z beflimmt werden, und daher auch ein Punct 
der vorgelegten Curve, fo Fann man die Variationen der einzelnen 
Eoordinaten auch ald Functionen von x betrachten, wenn man biefel« 
ben nur als unendlich Fleine Größen anfieht. 


Zuſatz 3. , 
$. 16. Dean kann alfo was immer für drey Zunctionen von x, 
Die wie immer von einander verfchieden feyn mögen, fich denfen, welche 
Durch unendlich Feine Factoren multiplicirt, zur Darftellung der drey 
Variationen der Coordinaten geeignet feyn werden. ben diefes gilt 
audy von was immer für drey Weränderlichen, wenn fich diefe auch 
nicht auf die Geometrie beziehen. 


| Zuſatz 4 
| G. 17. Wenn eine Relation bloß zwiſchen zwey veränderlichen 
Größen: gegeben wird, fo laflen ſich die Variationen derfelben auch als 
Sunctionen der einen Veränderlichen betrachten, wenn fie nur: unend⸗ 
lich Hein find, oder was dasfelbe iſt, mit einer unendlich kleinen Bröpe 
. multipliciet werden. 


Anmerfung ı. 


$. 18. Die geometrifche Betrachtung ift zur Aufflärung diefer 
Unterfuchungen ganz befonder6 geeignet, und diefe Speculationen koͤn⸗ 
nen, im Algemeinen betrachtet, zu abftract und auch fchwanfend zu 


ſeyn feinen. Der Ball, in welchem drey Veränderliche vorfommen, 
| 25 * 


— 5308 m 


deren Relation, uuferer Annahme gemäß, durch zwey Gleichungen 
beflimmt wird, wird auf das Deutlihite durch eine Eurve, Die 
nicht in derfelben Ebene befchrieben ift, erörtert, wenn nur die drey 


Eoordinaten durch jene Veränderlichen bezeichnet werden. Wenn da: 


ber rücfichtlich folcher Eurven die Aufgabe gegeben wird, unter den- 
felben jene Curve zu beftimmen, welcher die Eigenfchaft eined größten 
oder kleinſten Werthes zukommt, fo muß auch diefelbe Eigenfchaft auf 
alle übrigen, von derfelben unendlich wenig abweichende Eurven auf 
diefelbe Art übertragen werden, was aus den in die Rechnung ein- 
geführten Dariatioren beurtheilt werden muß; wozu aber die große 
Allgemeinheit, die wir bier bey den Variationen feftgefegt haben, 
nützen wird, fann man einfehen, wenn ftatt der beyden Curven AB 
und CD was immer für zwey Flächen gegeben find, von welcher jene 
zu diefer krummen Linie gezogen werden muß, die die Eigenſchaft eines 
größten oder Meinften Werthes bejigt; denn dann müffen die Variatio⸗ 
nen der drey Toordinaten fo allgemein betrachtet werden, daß, wenn 
ein Punct der gefuchten Eurve beym Anfange auf die Fläche AB über 
tragen wird, die Variationen dafelbit auf eben diefe Flaͤche bejogen 
werden fönnen, und daß dieß eben fo am Ende in Bezug auf die 
Flähe CD gefchehen kann. Hieraus erhellt nun, daß man im Allges 
meinen drey Variationen in die Rechnung einführen müffe, damit man 
dDiefelbe fowohl im Anfange ald am Ende der aufjufuhenden Curve 
auf die begrängenden Flächen übertragen koͤnne, deren Natur bey jeder 
Gränze die gegenfeitige Relation zwifchen den NVariationen beftimmen 
wird. 


* 


Anmerfung ». 


F. 19. &o wie wir hir drey Veränderliche betrachtet haben, 
deren Relation durch zwey Sleichungen beſtimmt wird, fo fönnen wir 
auch die Rechnung auf vier und niehrere Weränderliche ausdehnen, 
wenn die Relation durdy fo viele Gleichungen audgedrüdt wird, daß 
‚durch eine einzige Veränderliche alle übrigen beſtimmt werden, obgleich 
zur Beleuchtung dieſes alles die Geometrie, die nur auf drey Dimen⸗ 
fionen befchränfe iſt, nicht mehr dienen fann, außer wenn wir etwa 
die Zeit zu Hülfe nehmen wollen, indem wir einen ununterbrochenen 
Fluß, der von der fläche AB gegen die Fläche CD fich ergießt, und im 
Laufe der Zeit immer unverändert bleibt, betrachten, fo daß dann aud) 
dad Moment der Zeit angegeben werden muß, in weichem irgend ein 
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Theil des Fluſſes von der Flaͤche AB bis zur Flaͤche CD ein Größtes 
oder Kleiuſtes wird. Fügen wir gu diefer Veränderlichen noch überdieß 
die Veränderlichkeit der Gefchwindigkeit hinzu, fo fann dieß zur Er⸗ 
Härung einer noch größern Anzahl von Variationen dienen. Man fieht 
aber hier beſonders, daß, obgleich alle Weränderlichen der Annahme 
gemäß durch eine einzige beſtimmt werden, die Art und Weiſe der 
Auffindung dennoch von jener, wo bloß zwey Weränderliche erfcheinen, 
gänzlich abweiche, weil man ihnen einzeln ihre eigenthitmlichen, von 
den übrigen unabhängigen Variationen beylegen muß; denn man muß 
ſich nicht vorftellen, daß, weil zwifchen den Veränderlichen felbft irgend 
eine beftimmte Relation erfannt wird, deßhalb auch ihre Variationen 
an irgend eine Relation gebunden ſeyen, wie dieß aus dem vorhin an⸗ 
geführten Falle erhellet, wo die Curve, welche ſich zwiſchen den bey» 
den Flächen AB und CD eritredt, und die Eigenfchaft eines Maris 
mums oder Minimums befigt, an fich auch fo beftimmt iſt, daß durd) 
- eine der. Coordinaten die beyden übrigen beftimmt werden. Demunges 
achtet aber haben alle variirten Eurven, welche nach allen Richtungen 
von jener abweichen fönnen, für die einzelnen Coordinaten ihre eigen» 
thümlihen, von einander durchaus unabhängigen Variationen mit 
Ausnahme bes Anfangs: und des Endpunctes, wo man diefelben auf 
die gegebenen Flaͤchen beziehen muß. 


Erflärung 4. 


6. 20. Die zwifhen drey Beränderlihen beite 
bende Relation, weldhe durch eine einzige Sleihung 
beftimmt wird, fo Daß eine der Variablen einer Buncs 
tion der beyden übrigen gleih wird, variirt, wenn 
entweder eine oder alle drey Beränderlihen um un: 
ondlich Fleine Theilchen wachfen, und diefe legtern 
. nennt man die Variationen derfelben. 


Erörterung. | 
. ga. Weil wir hier annehmen, daß die zwiſchen den drey Ver⸗ 
änderlichen beftehende Relation durch eine einzige Gleichung ausgedrüdt 
werde ,. fo. wird, wenn man zwey nad Belieben annimmt, die Dritte 
‚beftimmt , fo daß diefe ald eine Function zweyer Weränderlichen zu 
‚betrachten iſt. Durch diefe Relation wird alfo Feine krumme Linie dars 
geftels, wenn wir die Sache auf Figuren übertragen wollen, fondern 
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irgend eine ganze Fläche, deren Natur durch eine zwifchen den drey Coordi⸗ 
naten beftehende Gleichung auögedrüdt wird, woraus hervorgeht, daß 
durch die Anderung Diefer Relation eine andere, von der erften unend⸗ 
lich wenig abweichende Flaͤche dargeftellt werde, und dieſe Variation 
muß in einem fo weiten Sinne genommen werden, daß fie entweder 
aufirgend einen Theil der Fläche befchränft, oder auf die ganze Fläche 
ausgedehnt werden kaun. Vergleicht man alfo mit jedem Puncte der 
gegebeuen Fläche einen andern ihm nächfigelegenen Punct der varlirten 
Släche, fo kann ed fich ereignen, daß nicht allein eine der drey Coors 
dinaten, fondern auch zwey, ja fogar alle drey variiren. Um daher 
diefe Unterfuchung in der größten Ausdehnung vorzunehmen, wird es 
zwedmäßig feyn, fogleich den einzelnen Eoordinaten ihre eigenthüm⸗ 
lihen Variationen anzuweifen, die überdieß fo befchaffen ſeyn muͤſſen, 
daß fie ald Zunctionen zweyer Veränderlichen angefehen werden können, 
indem durch die Beſtimmung je zweyer endlich ein Punct der Flaͤche 
beitimmt wird. 
Zufaß ı. 
$. 22. Sowie man, wenn x, y und z die drey Veränderlichen 
oder die drey Coordinaten bezeichnen, der feitgefegten Relation gemäß 
den beyden Variablen x und y beliebige Werthe beylegen fann, wos 
duch z einen beftimmten Werth erhält, eben fo muß man fi) aud) 
vorftellen , daß die Variation von z von den Variationen der Veräns 
derlihen x und y abhängig fey; wenn nämlich entweder die eine, oder 
wenn beyde geändert werden, fo muß die andere Variation von z 
zum Vorfcheine fommen. 


3ufag = 
F. 23. Was wir hier über die Variation der einen Veraͤnder⸗ 
lichen z bemerft Haben, bat auch von den beyden übrigen zu gelten, 
fo daß die Variationen der einzelnen Größen ald Functionen zweyer 
Veränderlichen anzufehen find. Weil aber zwifchen x, y und z eine 
Gleichung gegeben ift, fo ift e8 gleichgültig, von welchen zwey Größen 
Sunctionen genommen werden, weil eine Function von y und z mittelft 
der Gleichung auf die Function von x und y zurüdigeführt werden kaun, 
wenn man nämlich für z feinen durdy x und y ausgedrückten Werth 

ſubſtituirt. 
Anmerfung ı 


$ 24. Auf diefe Art wird man fi der Variationen bedienen 
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müffen, wenn eine Släche aufjufuchen iſt, welcher Die Eigenfchaft eines 
Maximums oder Minimums jufommt; man muß dann die Rechnung 
fo einleiten, daß diefelbe Eigenfhaft audy auf die ihr nächitgelegene 
und variirte Släche übertragen wird. Da ferner bey den Curven, 
welche einen größten oder Meinften Werth haben, gewöhnlich für die 
beyden Graͤnzen vorgefchrieben wird, daß fie ſich entweder in gegebenen 
Puncten, oder an gegebenen frummen Linien, oder fogar an Flächen 
endigen, fo ift auch hier eine ähnliche Bedingung zuläfig, damit Die 
zu fuchende Flaͤche ringsum beſtimmt, oder durch irgend eine gegebene 
Flaͤche begränzt wird. Um nun diefe Iehtere Bedingung berüdfichtigen 
zu fönnen, ift es allerdings nöthig, allen drey Coordinaten die allges 
: meinflen, von einander durchaus unabhängigen Variationen beyzu- 
degen, damit diefelben dann an der äußerfien Gränze, der Natur der 
Graͤnzflaͤche gemäß, eingerichtet werden fönnen. Man muß zwar bier 
geftehen, daß die Methode der größten und kleinſten Werthe bisher 
‘Baum bis zu derley Unterfuchungen vorgerüdt ſey, und daß fich Bier fo 
‚große Ainderniffe in den Weg ftellen, zu deren liberwindung noch 
‚weit größere Erweiterungen der Analyiis erforderlich zu ſeyn ſcheinen; 
aber.eben defhalb werden wir uns um fo mehr bemühen müffen, die 
Prineipien diefer Methode, welche der Variationsrechnung angehören, 
auf: eine feite Grundlage zurüczuführen und zugleich deutlich und be= 
ſtimmt vorgutragen. 


AUnmerfung 8 


eo 29. Ich halte e8 Bier Taum für nöchig, zu erinnern, daß man 
diefe Rechnung auf ähnlicye Art auch auf mehr ald drey Veränderliche 
ausdehnen Fönne, obgleich uns die geometrifchen Probleme feinen wei- 
gern Auffchluß geben, denn die Analnfis ift nicht fo wie die Geometrie 
:.an eine beflimmte Anzahl von Dimenfionen gebunden. Wenn aber 
‚mehrere veränderliche Größen in Betrachtung fommen, fo hat man 
vor allem zu erwägen, ob ihre gegenfeitige Beziehung bloß durch eine 
einzige Sleichung oder durdy mehrere ausgedrückt werde; denn ed kön⸗ 
‚nen deren fo viele vorhanden feyn, daß ihre Anzahl von der Anzahl 
- Der: Meränderlichen nur um eine Einheit abweicht, in welchem alle 
fie ſaͤmmtlich ale Functionen einer einzigen Veränderlichen betrachtet 
werden Fönnen. Wird aber die Relatioa durch weniger Gleichungen 
gegaben, fo-werden die einzelnen Veränderlichen als Functionen zweyer 
oder mehrerer Variablen erfcheinen, und in jedem Falle müllen auch 


— 502 — 


die den einzelnen Groͤßen beygelegten Variationen als Functionen von 
eben ſo vielen Veraͤnderlichen behandelt werden, wenn wir anders dieſe 
Rechnnung in der größten Allgemeinheit durchführen wollen. 


Erflärung 5. 


F. 26. Die Variationsrehnung iſt die Methode, 
Die Anderung aufjufinden, welche ein aus belichig 
vielen VBeränderlihden zufammengefegter Ausdrud 
erleidet, wenu man entweder alle, oder nur einige 
Bariablen fi ändern läßt. 


Erörterung. \ 

$. 27. In diefer Definition wird die Relation nicht erwähnt, 

welche wir bisher zwifchen den Veränderlichen als gegeben angenom⸗ 
- men haben. Denn da hier die Rechnung ſich vorzüglich mit der Aufe 

fuhung diefer Relatipn felbft befchäftigt, der nämlich, welcher die 
Eigenfchafr eines Maximums oder Minimumd zufommt, fo kann auch 
die Rechnung anf fie, fo lange fie noch unbekannt ift, feine Ruͤckſicht 
nehmen, fondern eö muß der Caleül vielmehr fo behandelt werden, als 
wären die Veränderlichen durchaus durch feine Relation mit einander 
verbunden. Man muß alfo die Rechnung fo einleiten, daß, wenn den 
einzelnen in der Rechnung erfcheinenden Weränderlihen was immer 
für Variationen bepgelegt werden, die fich hieraus ergebenden Varia: 
tionen der Ausdrücke aller Art, welche aus jenen Variablen wie immer 
zufammengsfegt find, aufzufinden gezeigt werde. Sind dieſe im Als 
gemeinen gefunden, dann erſt kömmt man zur Auflöfung folcher Fra⸗ 
gen, welche Relation zwifshen den Veraͤnderlichen feftgefegt werden 
mülfe, damit jene gefundene Variation entweder verfchwindet, wie 
dieß ben der Auffuchung der größten oder kleinſten Werthe der Fall iſt, 
oder damit diefelbe auf irgend eine andere beilimmte Art gebildet ſey, 
je nachdem es die Natur der Fragen erfordert, Werden die Verfchriften 
diefer Rechnung auf diefe Art vorgetragen, fo fönnen ohne Anſtand 
auch folche Probleme behandelt werden, bey welchen fogleich irgend 
eine zwifchen deu Deränderlichen beftehende Relation als gegeben ans 
genommen, und die Änderung irgend eines aus denfelben zufommen« 
gefebten Ausdruckes, die aus den Variationen der Veränderlichen ent: 
fpringe, verlangt wird. Man fieht daher ein, daß diefe Rechnung 
auf die meiften Probleme der verſchiedenſten Art angewendet werden 
fönne, 
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‚ 3uſatg ı 

6 28. Die in diefem Caleül zu behandelnden Probleme gehen 
alfo darauf hinaus, daß, wenn irgend ein Ausdruck, der aus beliebig 
vielen Veränderlichen auf irgend eine Weife gebilder ift, vorgelegt 
wird, die Anderung desfelben beftimmt werde, wenn die einzelnen 
Veränderlihen um ihre Variationen wachlen. 


3ufaß 2 
$. 29. Der Variationscaleul ift alfo der Differenzialrednung 
allerdings‘ ähnlich, indem bey beyden den Veränderlichen unendlich 
Meine Ineremente beygelegt werden. In wiefern aber, wie wir bes 
reits bemertt haben, die Variationen von den Differenzialien abweichen 
und fogar mit ihnen zugleich beitehen können, in fo fern muß man 
einen fehr großen Unterfchied zwifchen beyden Methoden anerfennen. 


Anmerkunng. 
$. 30. Dieſer Unterſchied wird aus den oben angeführten Bes 
merfungen vollfommen beutlich, denn wo die Rechnung auf eine frumme 
Lirie bezogen wird, welche man mit einer andern ihr nächiigelegenen 
‚vergleihen muß, geben wir mittellt der Differenzialien von jedem 
Puncte der Eurve auf andere Puncte derfelben krummen Linie fort; 
wenn wir aber von diefer Curve auf eine andere ihr nächftgelegene übers 
geben, fo geichieht diefer Übergang, in wie fern er unendlich Klein ift, 
mitselft Variationen, Eben dieß ift der Ball bey den Flächen, wenn 
diefe auf andere ihnen nächitgelegene bezogen werden, wo fich die 
Differenzialien auf diefelbe Ziäche beziehen, durch die Variationen 
aber von einer auf die andere übergegangen wird. Eben fo verhält es 
ſich, wenn wir die Sache analptifch betrachten, ohne auf geometrifche 
Figuren Rüdficht zu nehmen, wo man die Variationen der veränders' 
lichen Srößen von ihren Differenzialien immer forgfältig unterſcheiden 
muß, und zu diefem Ende wird eö swedmäßig ſeyn, die Variationen 
durch ein eigenes Zeichen anzudenten. 


| Annahme. | 
3 Wir werden die Variation irgend einer vera 
äuderfichen Bröße in der Folge durch den dDiefer Größe 
vorgeſetzten Buchftaben 5 anzeigen, fo daß ox, Sy 
5a die Variationen der Größen x, y, z bezeichnen, 
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und wenn V irgend ein aus jenen zufammengefepter 


Ausdrud iſt, fo wird uns das Symbot 58V die Varia⸗ 
tion dDesfelben andeuten. 


Zufaß ı. 

$. 32. Es bezeichnet alfo 5x jene unendlich Meine Änderung, 

um welche die Größe x wachfend gedacht wird, damit ihr geänderter 
Werth zum Vorfchein fomme, und daher wird d umgefehrt x +5: dx de 
geänderte Werth von x ſeyn. 


Zuſatz 2. 
$. 33. In wie fern alfo der Ausdrud V aus den Veränderlichen 
x, y und z zufammengefegt ift, fo wird, wenn man an die Stelle der» 
felben die geänderten Wertbe x-- dx, y+-öy und z+- 5x fchreibt, 
und von diefem auf diefe Art für V erhaltenen Werth die Größe V 
felbft abzieht,, der Reſt die Variation 5V feyn. | 


Bufag 3% 

G. 3. Bisher verhält fich alfo alleö gerade fo, wie bey der Dif: 
ferenziafrehnung, und wenn V irgend eine Function .von x, y und x 
ift, fo nehme man das Differenziale derfelben auf gewöhnliche Weife, 
und vertaufche dann bloß durchaus den Buchitaben d mit &, fo wird 
man die Variation 5V erhalten. 


:-Anmerfung ı. 


$. 35. So oft alfo V irgend eine Function der veränderlichen 
Größen x, y und z ift, fo wird ihre Variation nad) denfelben Regeln 
gefunden, wie das Differenziale derfelben, und man fönnte ‚daher 
glauben‘, daß die Variationsrechnung mit dem Differenzialcaleil gan; 
identifch fen, indem die bloße Verfchiedenheit des Zeichens eine unbe: 
deutende Sache ift. Allein man muß wohl erwegen, daß bier nicht 
alle Größen, deren Variationen verlangt werden, in der Öattung der 
Bunctionen begriffen werden können, weßhalb ich auch in der Definition 
‚das Wort Ausdruc gebraucht habe, dem ich eine weit allgemeinere 
Bedeutung beylege. Denn in wie fern man die gegenfeitige Relation 
der Veränderlichen nicht berüdfichtigen Fann, weil fie unbefannt ift, 
info fern fann man auch folche Ausdrüde oder Formeln, in welchen 
die Differenzialien der Weränderlichen und auch Integralien erfcheinen, 
weiter nicht als bloße Bunctionen der Veränderlichen anfehen, und 
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die Variation der Differenzialausdrücde fowohl ald der Integralformeln 
erfordert eigenthümliche Vorfchriften. Es kommt demnach hier bloß 
darauf an, zu zeigen, wie man die Variationen der Ausdrücke beyder 
Arten finden Fönne, und daher wird unfere Abhandlung in zwey Theile 
zerfallen. | 


Anmerfung 2. 
-  $ 36. Die Anzapl der Veränderlichen veranlaßt aber einen gros _ 
ßen Unterfchied in der Behandlungsart, und wenn mehr ald zwey 
‚Veränderliche vorhanden find, fo weiß man bisher faum, mie die 
Rechnung durchzuführen fey. Denn da, wenn mehrere Veränderliche 
eingeführt werden, auch die Betrachtung der Differenzialien ganz an 
ders ift, indem gewöhnlich bloß die Differenzialien zweyer Veraͤnder⸗ 
lichen fo mit einander verglichen werden, als blieben die übrigen Va⸗ 
riablen unveränderlich, fo wird man auch bey der Variation eine aͤhn⸗ 
liche Rädfiht nehmen müflen, und Hierbey ſtoßt man auf fo große 
Schwierigkeiten, daß man Paum weiß, wie man diefelben befeitigen 
Tonne. Vor allem wird es ohne Zweifel nöthig feyn, die erften Prin« 
eipien diefer Rechnung auf das genauefte zu entwideln, um die Rech⸗ 
nungsregeln ganz aus der Natur der Sache zu fchöpfen, wobey fich 
gewöhnlich die größten KHinderniffe entgegenftellen. Sch werde alfo 
juerft verfuchen, diefe Nechnungsmethode zu erflären, indem ich die⸗ 
felbe bloß auf zwey Veränderliche anwende , wie dieß bisher gewöhnlich 
geſchehen iſt, und. werde die Variationen deu Differenzialausdrüde ſo⸗ 
wohl, als auch der Integralformeln auffuchen; daun aber will ich, 
wern wir und aus diefer Abhandlung etwas Licht werden verfchafft 
haben, auch zu der Betrachtung dreyer oder mehrerer Veränderlichen 
übergeben. | | 
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Kapitel IL 


Von der Variation der Differenzialformeln, welche zwey 
Veränderliche enthalten. 


gehrfap . | Zu 
$. 37. Di. Variation des Differenzials iſt im 
mer dem Differenziale der Variation gleich, oder es 
it 5dV=d5V, wie audh die Bröße V befhaffen feyn 
mag, welche auh eine Variation erleidet, während 
fie durch die Differenzialien wächſt. \ 


Beweis. | 
Man kann die veränderliche Größe V als die Ordinate irgend 
einer Curve anfehen, welche mittelſt ihrer Differenzialien durch dies 
felbe Curve fortfchreitet, mittelft ihrer Variationen aber auf eine am 
dere, jener nächfigelegene frumme Linie übergeht. Wenn diefe Ordi- 
hate aber auf den nächfigelegenen Punct derfelben Eurve fortrüdt, wird 
ihr Wert = V --AV, den wir = V’ feßen wollen, und daher iſt 
dV=V’— V; alfo wird die Variation von d V, nämlich 
8dV = 85V’ — 85V 
feyn. Aber: 5V- ift der nächfle Werth, in welchen 5V, am ihr Diffes 
renziale vermehrt, übergeht; fo daß 
68V’ =58V dsV oder 85V’ — 85V d5V 
it, und daher fieht man ein, daß SdV — d5öV feyn werde, oder 
daß die Variation des Differenziald dem Differenziale der Variation 
gleich fey, gerade wie ed der Lehrfag ausſpricht. 


Bufag ı. 
$.38. Die Variation des zweyten Differenziald d? V wird daher 
fo beftimmt, daß 5d?V dd, dV wird, alleinda 5dV = d5V 
ift, fo wird unter den folgenden Formeln die Gleichheit beftehen: 
s?V=d5s,dV = d,5V, 


Zuſatz = 
9. 39. Eben fo wird man für die Differenzialien der dritten 
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Ordnung erhalten: | 
stVY— d3.dV— d2.8584V = d’sY, 

und für die Differenzialien der vierten Ordnung wird ſich die Variation 
fo verhalten, daß man hat . 

st V—didV— dsdV— dsdV = dr8V, 
und auf ähnliche Art verhält es fich bey den Differenzialien der hoͤhern 
Orade. 


Ä 3ufag 3. 

| $. 40, Wenn aljo die Variation des Differenziales irgend eines 
"Grades verlangt wird, fo kann das Variationdzeichen 5 überall zwi- 
fhen die Zeichen der Differenziation d gefebt werden. Steht es aber 
an der Iepten Stelle, fo drüdt e6 aus, daß die Variation des Diffe- 
renziales eined jeden Grades dem Differenziafe desfelben Grades von 
der Variation gleich fey. 


3ufaß 4. 
$. 41. Da alſo 5d-V des V ift, fo kommt es immer dar⸗ 
auf an, daß die Differenzialien eines jeden Grades von der Variation 
der Größe V oder der Größe 5V genommen werden Fönnen, und iu 
diefer Reduction ift gerade dad Eigenthumliche dieſes neuen Calcüls 
zu ſuchen. 
Anmerkung 

$ 48. Die Beweiskraft liegt —— harin, daß V in V⸗ 
übergeht, wenn die Größe V um ihr Differenziale wählt, was übri« 
gend zwar ſchon aus der Natur der Differenzialien von felbft erhellt; 
allein ed wird dennoch gut feyn, die Sache durch die Geontetrie 
aufzuflären. 

Zür irgend eine Curve EF ($ig. 3) feyen die Coordinaten 
AXM x und XY=y; geben wir nun in diefer Curve durch das 
unendlich kleine Jutervall WY’ weiter, fo werden wir in Oiffengiar 
lien finden : | 

AX = x dx und XVY=y-+ dy;. 
und daher Ä Ä 
dx = AX — AX m dy = X'Y — XY, 
: Nun denfen wir und eine andere, der erſtern nächfigelegene 
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Curve ef, und vergleichen die Puncte y und y/ derſelben mit den Punc⸗ 
- ten Y und Y/ der erfteen, zu welcher wir mittelft Variaticnen über: 
gehen. Werden nun die Coordinaten auf ähnliche Weife genommen, 
fo wird man finden: 
Ax=x+tix wd xıy=ytdy, 
und daher | 
öx=Ax— AX nd öy=xy— XY, 
dann aber wird man erhalten: 
Ay=x+dx-+ö5(x+de) um 
“yv=ytdyrögHtdy, 
in wie fern man vom Puncte Y’ durch Variation anf den Punct y/ 
übergeht. Allein zu denifelben Puncte y’ find wir auch vom Puncte y 
aus durch Differenziation gekommen, und daher ergibt ſich: 
Ax- X- GXx-d (455) um 
y ). 
Stellt man dieſe Werthe mit den obigen zuſammen, ſo erhaͤlt 
man 
chdctös tion tösctde tdi und 
ytdy+öy+ödy=y+töy+dy+ dey, 
und hieraus folgt nun offenbar: 
ödx = döx und ödy = dödy. 


Betrachten wir die Sache etwas aufmerffaner, fo fehen wir, 
daß dad Prineip, auf welches fi) der Beweis ſtützt, darauf hinaus⸗ 
gehe, daß, wenn man eine veränderliche Größe zuerſt durch Differen: 
ziation, dann aber durch Variation fortrüden läßt, dasfelbe Refultat 
zum Vorfchein Fomme; alfo wenn ſich diefe Variable zuerft durch Was 
riation, und dann durch Differenziation weiter bewegen würde. So 
wie man in der Figur vom Puncte Y zuerft durch Differenziation zum 
Puncte Y/, von da aber durch Variation nad) y kommt, fo gelangt 
man auch in der umgefehrten Ordnung vom Puncte Y durch Variation 
zuerft nach y, von da aber durch Differenziation zum Puncte y/, ge: 
rade fo wie vorhin. | 


Anmerfung = 


$. 43. Diefes Theorem ift fehr allgemein, denn es befchränft 
fi nit auf den Fall allein, wo bloß zwey Veraͤnderliche vorkommen, 


fondern. ed bat auch noch feine Guͤltigkeit, wie viele Veränderliche. auch. 
in. der Rechnung erfcheirren mögen, wenn man bey der. Demonftcation_ 
jene Veränderliche ,. deren Differenziale fowohl als deren Variation. bes 
trachtet wird, ohne alle Beziehung auf die übrigen Variablen allein bee. 
rüdfichtiget.. Um aber jeden Zweifel zu befeitigen, betrachten wir irgend 
eine Flaͤche, für welche jeder Punct z (Big. 4) durch die drey Coordinaten 
Pe AX x, XY=y mw YZ= z 
beftinnmt werden fol; gehen wir nun von diefem Puncte zu einem ans 
dern naͤchſtgelegenen Punct Z7 in derfelben Flaͤche über, fo werden 
diefe Eoordinaten um ihre Differenzialien wachfen. Hierauf denfen wir. 
und irgend eine andere fehr nahe gelegene Fläche, und vergleichen die 
Puncte z und z/ derfelben mit den vorigen Z und Z/, welches durch 
Variation gefchieht.. Nach diefen Annahmen ift nun einleuchtend, daß 
. man auf doppelten Wege zu dem Puncte z/ gelangen fönne; auf dem 
einen naͤmlich durch Variation vom Puncte Z/ aus, auf dem andern 
‘aber durch Differenziation vom Punecte z aus, und daß man auf diefe 
Art erhalten werde: 
| Auvm=mAX 15.AX = Ax-+d.Ax 
xy = XV + 5.XYV =ıyHtd.xy 
yz= YZ 5.YZ=yz +d.yz, 
und dieß gilt auch von allen übrigen veränderlichen Scößen, welche 
auf diefe Puncte zu beziehen find. - Hieraus geht aber deutlich hervor, 
daß 
ödx = döxs, ddy == döy, sdr — dbz, 


Anmerkung 3. 


44 Es ift allerdings fehr merkwürdig, daß in dem Falle, 
‘wo Differenzialien einer böhern Ordnung erfcheinen, das Varia⸗ 
tionszeihen 5 nach Belieben zwifchen die Differenziationszeichen d 
gefchrieben werden kann, woraus man dann fehen fann, daß diefe 
Yermüutabilität auch Statt finden werde, wenn dad Variationdzeichen 
"3 auch eben fo wie das Differenziationszeichen d einige Mahl wieder: 
dolt wird, was vielleicht dey andern Unterfuchiingen gefchehen koͤnmnte. 
Allein für unfern gegenwärtigen Zweck fann das Variationszeichen 5 
auf feine Art wiederholt vorfommen, weil wir eine Linie oder eine 
Flaͤche nur mit einer einzigen andern, ihr nächfl gelegenen, vergleichen; 
denn obgleich diefe letztere ganz allgemein betrachter wird, damit fie 


am A0U0 um 
alle möglichen ihr nächft gelegenen in fich begreift, fo wird fie dennoch 
bloß als eine einzige angelehen, und, wenn wir von der Hauptlinie 
(oder Flaͤche) auf die naͤchſtgelegene übergegangen find, fiudet kein 
neuer Übergang auf eine andere mehr Gtatt. Es find demnach jene 
Unterfuchungen, bey welchen die Variationen von Variationen zu be 
ſtimmen wären, ganz audgefchloffen. Umgekehrt aber miüilen hier die 
Differenzialien der Variationen, von welcher Ordnung fie auch feyn 
mögen, zuläßig feyn, und da bey den Differen;zialformeln, welche 
zwor eine endliche Bedeutung haben, bloß das Verhältniß der Dife 
ferenzialien betrachtet wird, und man diefelben, wenn x und y Die 
beyden Veränderlihen find, durch die Annahmen Ä 
dy=pdx, dp=gqdx, dqwrds, « 

gewöhnlich auf endliche Formen zurüdführt, fo müſſen vorzüglich die 
Variationen der Größen p, q, T, 26. angegebeim werden. 


Aufgabe ı. 
$. 45. Die Variation der Differenzialformel 
= zu beflimmen, wenn die Variationen dx und 
dy der beyden Veränderlihen x und y gegeben fin®. 


Auflöfung. 
. Da sdy=döy nd Sdx=edöx ift, fo findet man die ge: 
fuchte Variation öp nach den bekannten Differenziationsregeln / wenn 
man nur dad Differengiationdzeicher d mit dem Varictisnszeichen 5 
vertaufcht. Weil man nun erhält: 
dxödy — dyöde 
er 
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fo wird ſich durch die Umwandlung, die wir früher bewieſen haben, 


ergeben: 
3 dxdöy — dydßx 
— —ıI 27, 


dx? 
und da hier öx und Sy die Variationen von x und y find, und dem⸗ 
nah öx + döx und 5y + döy die Variationen von x -- dx 
und y- dy bezeichnen, fo iſt zu bemerken, daß, wie wir bereits 
angeführt haben: 

döxö(x+-dı) — 5 md döy=ö(y-tdy) — 5y 
feyn werde. Dasfelbe Reſultat findes man nach den erſten Principien, 


öop= 
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denn da 'der varürte Werth p + Sp it, und Diefer zum Vorſchein 
tommt, wenn für x und y ihre variirten Werthe, nämlih x -H dx 
und 7 4 5y gefegt werden, fo wird man erhalten: 
| _ d(y-+$y) _dy+ döy 
pt ’p= d( +32) dx + dor’ 
dy 


und daher wird, weil p = 7 ill: 
30 — dy _ _dy-+dy dy _dxdöy — dyddx 
p = "ds dAx+dix dx dı° ‚ 


weil im Nenner die Größe Axdöx gegen dx? verſchwindet. 


Zuſatz i. 

F. 46: Wenn wir bey unferem Fortfchreiten mittelit Differen⸗ 
zialien die ohne Ende vermehrten Veraͤnderlichen x und y durch xy 
zu, x, a. und y/, y4, yll, ... bezeichnen, fo daß 

xvoexrtdw y=y+dy 
wird, fo finder wir 
döx = öxt — öx ımd dösy= öy’ — öy, 
und daher wird 
d 


— ey... 
p=d.7— = 


dx (öy’ -- Sy) — dy (dx — da) 
J ö—ñ— — — — ⸗ 4 


dx? 
Zufasß 2. 
$. 47. Weil die Variationen der beyden Veränderlihen x und y 
feineöweg3 von einander abhängen, fondern ganz unferer Willfür über- 
laffen find, fo wird, wenn wir der Größe x Feine Variationen bey: 
legen ‚, fo daß | 
ösxx=—o nd öxv=o 
wird, die Gleichung zum Vorſchein fommen: 
döy _öy—öy 


dx dx 
Sufag 3. 2 
F. 48. Wenn wir bloß der einzigen Veränderlichen y eine Va⸗ 


op= 





tiation 5y beplegen, fo daß 37 So iſt, fo wird Sp —— J, 


welche Vorausſetzung keineswegs der Natur der Sache widerfpricht, 


weil man eine der Haupteurve nächfigelegene, mit ihr fo übereinſtim⸗ 
Euler's Integrafrechnung. 111, Bd; 26 


J 
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mende krumme Linie annehmen kann, daß ſie von jener nur in einem 
einzigen Puncte abweicht. 


Anmerfung. 

$. 49. Gewöhnlich pflegt man bey der Auflöfung der ifoperime- 
trifchen und auderer zu diefer Gattung gehöriger Probleme die varüirte 
Curve fo übereinftiimmend anzunehmen, daß fie gleichfam nur in einem 
einzigen Eleniente abweicht. Wenn z. B. eine frumme Linie EF ($%ig.5), 
welcher ein größter oder Hleinfter Werth zukommt, zu fuchen ift, fo 
überträgt man gewöhnlich einen einzigen Punct Y auf den naͤchſten 
Punct y, damit die varüirte Eurve EMyY’EF bloß in dem aͤußerſt 
Fleinen Intervalle MY’ von der gefuchten Linie abweicht, fo daß, wenn 
man 

AX\=x und \Y=y 
ſetzt, für die variirte Curve 
Ax— x Zöxr md sy=y + 55 ve 
öx— Ax— AX md 5y=xy— XX 
erhalten wird, für die folgenden Puncte aber, auf welche die Diffe: 
renzialien leiten, durchaus 
öx! mo, öy=o, Aal m=o, 6y 0, %. 

und eben fo für die vorhergehenden Puncte. Ja man läßt auch wegen 
. der Bequemlichfeit im Rechnen die Variation Xx = öx gewöhnlid) 
verfehwinden, damit fi) die ganze Anderung auf das Elemert öy 


allein bezieht, in welchem Falle man ebenfalld op = — FE — erhält, 


und diefe einzige Anderung ift auch hinreichend, um die Probleme die: 
fer Art, Die übrigens fchon behandelt worden find, aufzulöfen. Wenn 
wir aber, unferen gegenwärtigen Zwede gemäß, diefe Aufgaben wei: 
ter ausdehnen, damit die gefüchte Curve ın der Gegend ihres Anfan- 
ges und Endes gewilfer Bejtimmungen fähig wird, fo ijt es allerdings 
nöthig, die Variationsrechnung fo allgemein ald möglich durchzuführen, 
und den Coordinaten in allen Puncten der Curve unbeftimmte Varias 
tionen beyzulegen. Dieß ijt auch vorzüglich nöthig, wenn wir derley 
Unterfuchungen nit krummen Linien, welche nicht an das Gefeg der 
Stätigfeit gebunden find, vornehmen wollen. 


Aufgabe 2. 
\. 50. Wenn die Variationen öx und öy der bey 
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den VBeränderlihen x und y gegeben find, und ’ 
dy=pdx und dp= qdx 
geſetzt wird, die Variation der Größe q, oder den 
Werth von öq.;u finden. 
Auflöfung. | 
gm = ift, fo wird man für den variirten Werth haben: 
— a@+3nD _. dp+döp 
14 34 * d(x+d:ı) d«ı + döx’ 
ind zieht man hiervon die Größe q ab, fo bleibt 


dıddöp — d döx 
öcgy= ‚dx? - 


und dieſe Variation entſteht alſo auch durch Differenziation der Formet 


_ dp 
g= 1: 


Differenzialgeichens d das Varidtionszeichen 5 ſetzt, woben ed gut ſeyn 
wird, ſich zu erinnern, daß 
Ä ödx = döx und ödp = döp 


, wenn man auf gewöhnliche Art differenziert, und ftatt ded 


ſey. Wie haben aber oben gefunden, daß wegen p = Bi die Glei⸗ 

hung Statt ne . | 

| or —⸗ Pos, 

woraus ſich ferner mittelſt der gewöhnlichen Differenziation der Werth 
von döp, nämlich, das Differenziale von õp ergibt. 


3 u 1 b 1. 
* dy 
9. 51. Da — „mv und 9 Fr = q if, fe erhält man zuerſt 

es pdöx 
. . öp — dı — dx ' 

dann aber | 
‚dep qdöx 

öqg = dx — dx ® \ 


Sir den künftigen Gebrauch aber iſt es beifer, hier den eheit 
ddp wegzulaſſen, als den Werth desſelben aus der vorhergehenden 
Formel zu entwideln. | 

| a0 * 


« 
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Zufap 2. 
$. 52. Da indeflen der erftere Ausdruc durch Differenziation 


die Gleichung 
d?öy d=xdöy pd2öx _ pd2xdöx 
dp= di de dx qdöx + dx? 





gibt, fo erhält man durch Subflitution diefed Werthes 


d2öy d2xddy pd?öx 2qddx + —— 
Zuſatz 3. 
$. 53. Wenn wir bloß der Veraͤnderlichen y Variationen bey: 
legen, fo daß die Änderungen öx und die daraus abgeleiteten Theile 
chen verſchwinden, fo werden wir finden: 





döy döp d2öy dzxdöy 
Pp= dx und oq — dx *— de am / 
und wenn man das Differenziale dx conftant nimmt, fo wird 
d?dy 
ödg= dı? 


Anmerfung ı. 


$. 34. Um das Öefagte leichter einzufehen, wollen wir in der 
Gurve EF (Fig.5) mittelft der zwifchen den Veränderliden AX=x 
und XY=y bejtehenden Relation mehrere Punctè? Y, Y, Y”, ıc., 
die nach den Differenzialien immer fortgerüdt werden, betrachten, 
fo daß 
AX=x,; AX=xH+tdı; AXı=x- 2adx + dx; 
AXv —x-+ 34x 4 3dx 4 d’x; 
Y=y, XYV=y+Jdy; YWYV=y-+oedy+dy; 
 Xuyau—y+3dy-+ 3dy + d’y 
wird, und diefe Ausdrüde, welche Differenzialien irgend einer Ord— 
nung bezeichnen, wollen wir Kürze halber auf folgende Art daritellen: 
AX=x; AXz=x; AXU— xl; AXu x; 6 
xXY = y; XV y; KoyYu Mü⸗ ytt; Ku Yu = ; ꝛc. 
Allen dieſen Größen muß man ihre eigenthümlichen, von einan⸗ 
der ganz unabhängigen Variationen beygelegt denfen, fo daß alle 


Variationen | 
öx; xl; xl; 6x“; 1% 


öy; Sy; Sy, öyu; x. 
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die ganz von unſerer Willkür abhaͤngen, gleichſam als bekannt ange⸗ 
ſehen werden koͤnnen. Nach dieſen getroffenen Anordnungen werden 
nun Die Differenzialien jeder Ordnung von den Variationen fo darge⸗ 
ftellt werden , daß man erhält: 
döx em öx! — 5x; d?öx —= dx — aöx! dx; 

d3öx = öxtı — 35x L Zöxl — dx; 
döy = öy/ — döy; d?öy —= dyl — 2ödy! 4 öy; 

d?öy = öyul _ 35yÜ  3öy/ — dy. 

Nehmen wir nun an, daß bloß ein einziger Punct Y der Curve 

varüirt werde, fo werden wir finden: 


döir= — dx; öx—=-Löx; döx= — dx ı. 
dôy — — 5y; dösy=+öy; dsy=—dy; ꝛec. 
und daher 
— dy p$x 
Ir, ru m 
d’y dxöy —X a __ pdxöx 
öq = Im Aw "dm +77 dass / 


wobey, wenn die Theile, welche gegen die übrigen verſchwinden, 
weggelafjen werden, 

pP 
x. T 
ſeyn wird. Laſſen wir eudlich bloß ‚die Ordinate XY = y variiren, 
fo wird man finden: 


1 





* 


p—-75 05 und öy= 





..öy, 


dx: 


Anmerfung =. 


$. 55. Hieraus geht nun hervor, daß, wenn wir die Variation 
bloß in einem einzigen Puncte der Curve annegmen, wir gegen die einmahl 
feftgefesten Principien der Differenzialien fehr grob verjtoßen würden, 
indem die höhern Differenzialien der Variationen Feineswegs gegen 
die niedrigern verfchwinden, fondern beſtändig denfelben Werth behal: 
ten, und die Variationen der Größen p und q fogar ins Unendliche 
fortwachjen, wenn die unendlich Fleinen Größen öx und öy.von der: 
felben Ordnung genommen werden, von welcher die Differenzialien 
dx und dy find. Sa man muß fich bey der Rechnung auch fehr ſorg⸗ 
fältig hüten, , außerordentliche Fehler zu begehen, indem fi die 
Vorſchriften des Calcüls auf dad Gefeb der Stätigfeit gründen, vers 


/ «€ 
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moͤge welcher die krummen Linien durch eine ununterbrochene Bewegung 
eines Punctes beſchrieben gedacht werden, fo daß in der Krümmung 
derfelben durchaus Fein Sprung zu bemerfen if. Wenn man aber 
einen einzigen Punct Y der Eurve nad) y (ig. 5) verlegt, während 
man die übrigen Theile der Curve, mir Ausnahme der Elemente My 
und yY’ unverändert läßt, fo iſt einleuchtend, daß die Krümmung 
außerordentlich unregelmäßig werde, indem die gewöhnlichen Regeln 
der Rechnung fich weiter nicht mehr anwenden laffen. Daß ficherfte - 
Mittel zur Befeitigung diefer Unbequemlichfeit beiteht darin, daß man 
allen einzelnen Puncten der Eurve in Gedanken wenigftend ihre Varia: 
tionen beylegt, damit fie durch irgend ein Gefep der Stätigfeit zufam- 
menhängen, und ‚damit die Unregelmäßigfeit in der Rechnung nicht 
eher geitattet wicd, als bis alle Differenziationen und Integrationen 
ausgeführt find, und auf diefe Weife die Continuität wenigftens fchein- 
bar in der Rechnung beybehalten wird; obgleiy man alfo die Diffe: 
renzialien der Variationen naͤmlich: 
| döy, d2öy, d’öy, x. um eben fo 
döx, d?öx, d’öx ıc. 

hey der gemachten Vorausfesung auf einfache Variationen zurückführen 
fann, fo iſt ed dennoch gut, jene Ausdrüde in der Rechnung beyzu: ' 
behalten, und auf Ddiefelben die folgenden Sntegrationen anzupailen, 
worauf auch jene Operationen hinausgehen, welche ich einft bey der 
Gelegenheit, wo ic) denfelben Gegenftand rüdfichtlicd der Auffindung 
frummer Linien, denen die Eigenfchaft eines Maximums oder Minis 
mums zufommt, behandelt habe, auszuführen lehrte. 


Aufgabe 3. 
$. 56. Wenn die Varigtionen Sx und öy der bey: 
den VBeränderlichen. x und ygegebdben find, die Varia: 
tionen der Verhältniffe zwifhen den Differenzialien 
pon was immer für einem Grade aufzufudhen. 


Au flhöſung. 
Es handelt ſich hier darum, die Variationen der Größen p, 9, 
T; Ss, 20. anzugeben, wenn immer 
dy=pdxs, dp=gqdx, dg=rdx, dr=sdx, ı«. 
gefegt wird, indem fich auf diefe Größen alle Verhältniffe der Diffe- 
⸗ 
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renzialien irgend einer Ordnung zurückfuͤhren laſſen, und diefe find - 
durch endliche Werthe ausgedrückt. Ron den beyden erften p und q 
derfelben haben wir bereits gefeben, daß 








döy pdöx “ döp qdöx 
4 Zur vrSseer Press u SE 75 
Weil ferner U 
dq dr 
r — dx und s = dx’ °C 


tft, fo werden die Variationen diefer Ausdrücde auf aͤhnliche Art nad 
den Differenziationsregeln gefunden : 
dögq rdöx dör sdöx 


— — —, ò — — — — 
oͤr dx dx ® dx dx we 


wo man, wenn man will, ftatt döp, dögq, dör, ꝛc. die Differen- 
zialien der früher gefundenen Variationen 5p, ög, Ör, ꝛc. fubftis 
tuiren Fann. Dieß würde aber nicht allein auf zu weitläufige Formeln 
führen, fondern ift auch, wie aus den Folgenden erhellen wird, nicht 
einmahl nöthig‘, indem alle Neductionen, die efwa erforderlich feyn 

werden, weit leichter ausgeführt werden Pönnen. ° 


3ufaß ı 
$. 57. Wenn man bloß der Veränderlihen z Variationen bey: 
legt, oder, wenn bloß die Ordinaten y um ihre Variationen wachfen, 
während die Abſciſſen x unverändert bleiben, fo erhalten wir: 





döy, dö ' dög “ dör 
op= Freu ög= 5 öor= —; Ö Fre 
Zuſatz a. 


$. 58. Werden. überdieß alle Incremente von x einander gleich 
geſetzt, oder wird das Element dx conftant genommen, und man 
fubftitnirt die Differenzialien der vorbergehenden Ausdrücke in den 
nachfolgenden, fu wird man erhalten: 











döy, d2öy, dsöy dady 
PpP=T’ ?9= dx? ’ r= dxs ? — IT?c. 
Zuſatz 3. 


F. 59. Legt man bloß den Abſceiſſen x Variationen bey, fo daß 
die Variation Sy mit allen abgeleiteten verfchwindet, und nimmt man 
zugleich das Element dx conflant, fo werden fich diefe einzelnen Va⸗ 
riationen auf folgende Art darſtellen: 


⸗ 








— ndßx — pd:öx 
öp= rn ; dg= * — 2443* 

— pd’dx 3qd’öx 3rdöx 
ör I ‚dx? — dı 
sol pd+dx _ 4qdsöx — 6rd?:öx _ Asddx 

dx dı3 dx? dx 
2c. 
3ufaeg 4 


$ 60. Obgleich alſo in dieſem Falle das Element dx conſtant 
genommen wird, fo erfcheinen dennoch hier Differenzielien jeder Ord⸗ 
nung von der Variation dx, und der Grund hiervon liege darin, daß 
wir annehmen, die Variationen der Werthe x’, x’, ıc. von x, die 
immer weiter fortrüden, feyen von den Differenzialien unabhängig. - 


Anmerfung. 


$. 61. Wenn man aber bloß der Veränderlihen x Variationen 
beylegen will, dann ift ed allerdings bejjer, die Veränderlichen x und y 
mit einander zu vertaufchen, und fich lieber der Annahmen 

dx = pdy, dp=qdy, dq=rdy, i. 

gu bedienen, damit dadurch die Form der Differenzialien befeitigt wird, 
dann aber findet man, wenn das Element dy conflant genommen 
wird, für die Variationen der Größen p, q, r, ꝛc. ähnliche einfachere 
Ausdrücke, wie in: Zufag 2. Um übrigens die Rechnung auf alle 
Fälle anwenden zu fönnen, ift ed immer vortheilhaft, jeder der beyden 
Beränderlichen ihre eignen Variationen beyzulegen ; denn, obgleid) dann 
weit verwiceltere Ausdrücke zum Vorſchein kommen, befonderd wenn 
fie entwicfelt werden, fo biethen ſich dennoch, wenn man die Rechnung 
weiter verfolgt, fo fchöne Abfürzungen dar, daß die Rechnung am 
Ende faum mühfamer wird, und man diefe Weitläufigfeit nicht zu be: 
reuen! bat. Ich gehe num zu den allgemeinen Problemen über, die in 
dieſes Kapitel gehören. 


Aufgabe 4 
$. 62. Die Bariationen dx und Sy der beyden 
Veräanderlihenx und yfeyen gegeben; man fuche die 
Variation irgend eines endlichen Ausſsdrucked V, der 
ſowohl aus jenen Veränderlihen, als auch aus ihren 
Differenzialien jeder Ordnung zufammengefept ift. 
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Auflöſung. 

Da V eine Größe bezeichnet, die einen enblichen Werth hat, fo 

werden. durch die Subititution 
dy=pdx, dp=qdx, dꝗq — rdx, dr =sdx, ı. 

die Differenzialien daraus wegfallen, und es wird für V eine aus den 
endlichen Srößen x, y, P, 9, r, s, ꝛc. gebildete Bunction zum Vor⸗ 
fhein fommen. Wie alfo auch diefer Ausdruck zufammengefegt ſeyn 
mag, fo wird fein Differenziale immer folgende Form haben: 


aV = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr +5Sds + ic. 

Die Anzahl der, Glieder diefes Ausdrudes ift um fo größer, je 
höhere Differenzialien in der Größe V erfcheinen. Wenn nun aber die 
Variation 5V diefes Ausdrudes V aufzufuchen ift, fo wird diefelbe 
erhalten, wenn ftatt der veränderlichen Größen x, y, p, g, r,. !% 
diefelben um ihre Variationen vermehrten Größen fubitituirt . werden, 
und von dem Reſultate die Größe V felbit abgezogen wird, woraus 
hervorgeht, daß die Variation mit Huülfe der gewöhnlichen Differen: 
ziation gefunden werde, wenn man bloß das Differenzialgeichen d in 
das Variationszeichen 5 verwandelt. Da nun das Differengiale oben 
bereits dargeftellt worden ijt, fo werden wir für die gefuchte Variation 
erhalten: 
5V = Möx + Nöy-+ P5p + Qöqg + Rör +5Sös+i., 
und es iſt fehon oben gezeigt worden, wie die Variationen öp, oͤq, 
Sr, ös, ıc. durch die gegebenen Warirtionen 5x und öy beftimmt 
werden. 

3ufaß ı. 

. 63. Wenn wir hier die früher gefundenen Werthe ſubſtituiren, 

'o erhalten wir die geſuchte Variation unter folgender Form: 


SV=Möx+-Ndy+-,1Pd5y+QUöp+Rdsg+Sdör+:.) 
—d 7 Pr +Qgtne ts + ıc) 


Zufag 2. 
G. 64. Wenn wir ter Veränderlichen x feine Variation belegen 
and überdieß das Element dx conſtant feßen, fo ergibt fich für die 
Bariation der gegebenen Größe V nachflehender Ausdrud: 


SV Nay +02 d’öy Rdsöy ser 


+ + dx? + T “ 
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Anmerkung. 

$. 65. Ben dieſen Ausdrücken erblickt man wenigſtens ſcheinbar 
die Homogeneitaͤt in den Differenzialien, wenn wir 5x und Sy auf die 
Ordnung der Differenzialien beziehen. Dieß würde ganz anders feyn, 
wenn wie in dem Falle, in welchem nur ein einziger Punct der Curve 
variiert, flatt der Differenzialien der Variationen ſogleich die oben 
(). 54) dargeftellten Werthe fubflituiren wollten, wo dann an eine 
Integration, welche diefe Ausdrüde ferner erforderten, nicht zu denfen 
wäre. Übrigens ift flar, wie die Auffindung der Variationen auf die 
gewöhnliche Differenziation zurücigeführt werde, indem der ganze Un: 
terfchied bloß darin befteht, daß man flatt der Variationen 5p, ög, 
ör, ꝛc. die ſchon früher angezeigten Werthe fubftituirt, die wir aber 
auch durch die gewöhnliche Differenziation entwidelt Haben. Es wird - 
aber gut fegn, diefe Rechnung durd einige Beyſpiele zu erläutern, 
damit man die Natur diefer ganzen Abhandlung deutlicher erfenne. 


Bepyfpiel .ı. | 
$. 66. Die Variation der Sorme LEE >—, welche eine. 
Subtangente bezeichnet, zu finden. 

Weil dy—pdx ift, fo geht diefe Formel über in =, und da: 
ber ift die Variation derfelben — — I, und wenn man hier ſtatt 
Sp den Werth ſubſtituirt, fo geht dieſelbe über in 

ey ydöy ydöx _ dx, ydı döy + Lan, 


— ⸗ 


p u p?:dx Tr pdx dy y dy? 
und Diefer Tetere Ausdruck entjteht auch unmittelbar Buch Differens 
ziation der vorgelegten Sormel. 








. Beyfpiela 
| . Sllelye dx? d y⸗ 
ſ. 67. Die Variation der Formel VIE FRE, 
welche eine Tangente bezeichnet, zu finden. 


Setzt man dy — pdx, fo ergibt fich der endliche Ausdruck 
"YVı 4 p%, und Die gefuchte Variation ift: 


p 
dy - 98. 
— Yı * p’° — — —, 
p p?Yı + p: 
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belche in folgende Form übergeht: 
ydx 
 dpyazrı + dy? 
Beyfpiel 3 
$. 68, Man fuhe die Variation des Ausdrudes 
dx? + dyy» 
dxd?y 
eichnet. 
Wird dy = pdx und dp = qdx gefebt, fo gebt diefer Aus⸗ 


(( + ps)3 
q 


- (dxdöy —  dydox) 


‚, welder den Srümmungshalbmeffer be: 


ruck über in ‚, und die Variation desfelben ift: 
| app, 3 s 
BR yER—UcHm 
ınd wir wollen und bier bey der Subftitution der früher gefundenen 
Verthe nicht aufhalten. 


Aufgabe 5. 


$. 60; Wenn die Variationen dx und öy der bey: 
Yen veränderlihen Örößenx und y gegeben find, die: 
Bariation eines ſowohl aus diefen VBeränderliden, 
118 aus ihren Differengialien jeder Ordnung gebil- 
»eten Ausdrudes, mag diefer unendlih groß oder 
ınendlich Flein feyn, zu finden. 


Auflöfung. 
Segen wir wie bisher dy=pdx, dp=qdx, dq=rdx, ıc. 
o wird ſich diefer Ausdruck immer zurüdführen laſſen auf die Form 
dx”; wo V eine endliche Bunction der Größen x, y, p, q„ r, %. 
jer Erponent n aber eine pofitive oder eine negative Zahl bezeichnen 
nag, fo daß im erſtern Falle der Ausdruck unendlich Fein, im legtern 
‚ber unendlich groß wird. Gegen wir alfo, die gewöhnliche Differen» 
iation gebe Ä 
d V — Mdx + Ndy--Pdp-+- Qdq + Rdr + ıc., 
voraus fogleich die Wariation von V erhalten wird. Da alfo die Va⸗ 
iation des vorgelegten Ausdrudes | 
j —= nVdx"=!dsx 4 dırsYV- 
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Kapitel DL. 
m der Variation der einfachen Integralformeln, welche zwey 
Veränderliche enthalten. 


Erflärung 6 


: $. 70. Fch nenne bier einen Irtegralausdruck 
nfach, wenn er feine andern Integralien enthält, 
ndern fehlehtweg das Integrale einer Differenzials 
rmel darfiellt, welche nebſt den beyden Veränders 
hen wad immer für Differenzialien derfelben 
thäft. Ä j 


Zuſatz ı. 
$. 71. Wenn alfo x und y die beyden Veraͤnderlichen find, fo 
d die Integralformel SW eine einfache feyn, wenn der Ausdrud 
außer diefen Variablen bloß Differenzialien derfelben, von welcher 
dnung diefe auch feyn mögen, und Feine andern Integralformeln 
hält. “ 


3ufag 2. 
6. 72. Sehen wir alfo 
dy=pdx, dp=gqdxs, dg=rdx, ı.,. 
sit die Differenzialien wegfallen, ſo wird, weil die Integration eine 
ferenzialformel erfordert, jener Ausdruck W immer auf die Form 
‚x, woben V eine Sunction der Größen x, y, p, q, 2. bezeich⸗ 
‚ zurüdgeführe werden fönnen. 


Zuſatz 3. 
$. 73. Da alfo die einfache Integralformel die Form /Vdx 
„ wobey V eine Sunction der Größen x, y, Ps q, r, 28. if, fo 
d das Differenziale derfelben fehr bequem die Natur desfelben dar: 
en, wenn wir fagen, daß 


dV =Mdx + Ndy + Pdp+-0Qdgq + Rdr + ve. 


— · il me 


Anmerfung. 
$ 74. Sch unterfcheide Bier die einfachen Integralformeln von 
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L 
'E 


den sufammengefehten 4 bey welchen man ſolche Differenzialformeln, | 
welche felbit fhon eine oder mehrere Integralausdrüde enthalten, zu : 


integriren hat.- Wenn 5. B. der Buchfiabe s das Integrale 
JvVax + dy? = fdıyı +p- 

bezeichnet , und die Größe V außer jenen Größen auch noch s enthält, 
fo wird die Integralformel Vdx mit Recht für verwidelt gehalten 
werden, und die Variation derfelben erfordert befondere Vorfchriften, 
die wir fpäter auseinander fegen müffen. In diefem Kapitel habe ic 
mir vorgenommen, zuerjt die Methode zu lehren, die Wariationen der 
einfachen Integralformeln aufzufinden. 


Lehrſatz = 

$. 75. Die Variation der Integralformel SW ifl 

immer gleich dem Integrale der Variation desfelben 

Differenzialausdruds, deffen Integrale gegeben iſt/ 
oder es iſt 

MMSW. 

Beweis. 
Da die Variation der überſchuß iſt, um welchen der geänderk 


Werth irgend einer Größe den natürlihen Merth übertrifft, fo wollen 


wir den geänderten Werth in Erwägung ziehen, welchen der vorgelegte 
Ausdruck /VV erhält, wenn man flatt der Veränderlichen x und y die 
um ihre Variationen 5x und 5y vermehrten Werthe derfelben fubftituirt. 
Da aber dann die Größe W in W--5W übergeht, fo wird der ger 
änderte Werth des vorgelegten Ausdruckes ſeyn: 

/SW-+ 8 WV) = /W + /8W, 


s/‚W=/(W-+5W) — 
ift, fo werden wir hieraus erhalten: 
S/W = 56 W, - 


und da 


woraus man fieht, daß die Variation des Integrals dem Integrale | 


der Variation gleich fey. 


Dasfelbe läßt fi) auch auf folgende Art zeigen. Man febe . 


/JW = w, fo daß man die Variation Sw zu fuchen bat; weil nım 
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Miſt, wenn die Differenzialien genommen werden, fo ſuche 
ın nun die Variationen, und man wird erhalten: 


ödw=5W = döw, 
lödw=döw iſt. Integrirt man aber die Gleichung döw=5W 
n Neuem, fo ergibt ſich 

sw=/W = S/W. 


Zufaß 2. 
$. 76. Wird alfo die Sntegralformel Vdx gegeben, fo wird 
e Variation feyn: 
ö/Vdx = fö (Vdx) = /(Vödx + dxè V), 
d weil ödx = döx iſt, fo wird man haben: 
ö/yVdx = /Vdöx + /dx5öV. 


Zuſag 2. 
$. 77. Wird 5x—o, fo daß döx = dw ift, fo wird, weil 
JYdo= Vo — fwdV, 
dem erſteren Öliede das Differenziale der Variation dx weggefchafft, 
d man erhält: 
öfVdx = Vdlx — /dVöx + Ydx5V; 
der erfte Theil von der Integration frey ift. 


Anmerfung. 

F. 78. So wie wir oben gezeigt haben, daß die Differenziationds 
ben d mit den VariationdzeichEn 5, welche irgend einem Ausdrude 
gefegt find, nach Belieben umter einander vertaufcht werden fönnen, 
eben wir nun auch, daß das Integrationszeichen / mit dem Varia: 
iszeichen 5 verwechfelt werden Fönne, indem 

5/W = /5W 

Dieß erſtreckt fi aber auch auf die wiederholte Integration, fo 
f, wenn ein Ausdrud von der Form //VV gegeben wird, ihre Va⸗ 
tion auf folgende Arten dargeſtellt werden könne: 

0 BdfJW = S5/W == fföW, 
ı daß daher die Variation der Sntegralformeln auf Variationen 
her Ausdrücke zurücdgeführt werde, welche weiter Feine Integratioe 
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nen enthalten. Zur Auffindung diefer Variationen find bereits oben 
die Vorfchriften gelehrt worden. 


Aufgabe 6 


$. 79. Die Variation der Integralformel Vdz 


zu finden, wenn die Variation öx und 5y der beyden 
Veränderlihen x und y gegeben find, und wenn V 
irgend eine Function der Größen x, y, pı dı r, ı. if, 
wobepy 

dy=pdx, dy gqds, dq=srds, ic. 
gefeßt wird. 


YUuflöfung 

Wir haben fd eben ($. 77) gefehen, daß die Variation diefer 
Sntegralformel auf folgende Art ausgedrüdt werden könne: 

ofVdx = Vöx— ydVöx + SdxsY. 

Da nun V eine Sunetion der Größen x, y, p, g, r-ift, fo 
feben wir, um die Variation 5 V wegzufchaffen,, das Differenziale ders 
felben fey: 

dV = Mdx 4 Ndy+ Pdp + Qdgq + Rdr + «. 
und auf ähnliche Art wird fich auch die Variation derfelben durch fol: 
genden Ausdruck darjtellen: 

5V—Möx + Nöy-+Psp + Qög-+Rör-t...; 
werden dieſe Werthe fubftituirt, fo erhalten wir für die “gefuchte 
Nariatiofi: 
s/Vdas=Vöx+/dx(Möx+Nöy+Pöp+0Q5sq+Rör-+..) 
— föx(Mdx+-Ndy+Pdp+-Qdg-+Rdr-..) 


——;— TU 5 


Da hier die von M abhängigen Theile wegfallen, fo wird, went 
gig g 


die einzelnen Theile nach den Größen N, P, ®, R abgefondert wer: 
den, die Variation ſeyn: 
s/Vdx=Vöx-+-/N(dxöy—dyöx)+ /P(dxöp—dpöx) 

+ /Q (dxöq—-dgqöx)-/R (dxör—dröx) 

ꝛc. 
und hier iſt, wie wir bereits früher gefunden haben: 
dxöp = döy — pdöx; dxögq — döp — qdöx; 
dxör = dögq — rdöx ic 


m /)7 m i 
Dur Subftitution dieſer Werthe erhält man, weil dy=pdzx ifl . 
JVdx = Vöx + /Ndx (öy—pöx) + /Pd.(öy — px) 
+ /Qd4.(öp — gqöx) + SRd.(ög —röx). 
ꝛe. 
Um dieſen Ausdruck nun weiter zu reduciren, bemerke man, daß 
döy - pdöx — dpdx d.(öy—pöx) ' 


op — qdx * dx *— dx 
ddp — qddx — dgöx _ d. (dp — qdı) 
69 — ro ———— — = N 77 
rss Ad —rddr —drör A .(öy—r6x) 
dx dx 


Ä ꝛe. | 
t; auf diefe Art wird jede Formel auf die vorhergehende zurüdigeführt, 
nd wenn wir Kürze halber &y— pöx = w legen, fo finden wir 
achſtehende Auddrüde: | 
öy— pöx =o 


do 
öop — qöx = — 
pP g°<= 73 | 
— 1 do 
1 1 do 
' or — s6x 3 5 id. | 
tc. ’ a 


ad wenn wir die Variationen der abgeleiteten Größen p, q, r, ıc. 
y der Rechnung auöfchließen, fo erhalten wir für die gefuchte 
'ariation : 

‚vd = Vox -t /Ndxw + /Pdo + ya . Ze 


1 do 1 ı 
r/Rd.—.d. . r/8d.-2d- I 5 


3 1 1 
+/Td.—.d..d.—4. 
ic. 

Das Geſetz des weitern Fortgangs diefer Formel it Far, von 
Ichem Grade auch die Differenzialien in dem Ausdrucke V erfcheinen 
gen. | 

. Zuſatz ı. 

$. 80. Der erfte Theil Vöx diefer Variation enthält alfo Fein 

Euler's Integrafrechnung. 111.90. 27 
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Integralzeichen, und hat ſogar bloß die Variation 5x, bie übrigen 
Theile aber enthalten immer beyde auf diefelbe Art vereint, und zwar 
in der Größe J 
wm 6y — pöx 
3uſatz 3. 
F. 81. Der zweyte Theil 

/Ndx.o = /Nudx 
kann nicht bequemer ausgedrüdt werden; der dritte Theil aber SP du | 
fcheint bequemer fo ausgedruͤckt werden zu fönnen, daß J 

JPdo = Pu — /wdP, 

wird, und die Groͤße w nun felbft nad) dem Sntegralgeichen ftebt. 


Zufag 3. 
$. 82. Auf aͤhnliche Art reducirt man den vierten Theil 
. do 
SQ. 1% auf | ' 
do de 


und dieſes letztere Glied, welches auch = f a .do iſt, gibt 


ferner: Q 
| d dQ 
— D) — Jo d . dx ' 


fo daß nun der dritte Theil in folgende Slieder aufgelöft wird: 


ER — a.2. 


Zuſatz 4 
$. 83. Der fünfte Theil 
1 
J/Rd 41x d. ix 
wird zuerft zurücgefühit un 
ginn 
das letztere Glied * auf 


dR do N 1 dR 
E. . R. a, 


m 419 —— 


und dieſes endlich anf 


r. dR —; 
y Fr d N) 4x .@ — /od. ix d. 
fo daß fih nun der fünfte Theil unter — are: 
1 do dR do 1 dR 
R. Id. 2 u ti ze /ed.g ——d. Te 
Zufaß 6. 
F. 84. Auf ähnliche Art findet man für den fechöten Theil 
do 
JSd o * d . * d . dx 
" folgenden Ausdrud: 
N ı do dS. ı do 1 dS do 
s... 4. d- = "u .,.r2%9-7'7 
1 ds 1 1 ds 
—  d.,4:.7—e+t/od 9.9.7 


Au f gabe 7. 
6. 85. Wenn dy= = pdz, dp=gqdx, dg=rdx,. 
"dr =sdx, ı. gefegt wird, und wenn V irgend eine 
Sunction der. Örößen x, Y, pP, g, T, s, u.f.w. bezeich— 
net, jo daß 
daV=Mdx +Ndy - Pdp-+ Qdq + Rdr - Sds +... 
- wird, die durch die Variation der beyden Veränders 
lihen x und y entfiandene Variation der Integral« 
formel /Vdx fo .audzudrüden, daß nah dem Inte 
gralzeihen Feine Differenzialien von Variationen 
erfcheinen. 

Auflöfung. 

Bir haben bereitd in den Zufäßen des vorhergehenden Problemes 
zu diefem Zwecke alles fo vorbereitet, daß nun weiter nichts nöthig if, 
als die Trandformationen der einzelnen Theile zu ordnen, wodurch Glie⸗ 
der zweyerley Art erhalten werden; die eine hiervon enthält die Inte» 
gralausdrüde, welche ſich fämmtlid in eine. Summe bringen laffen, 
die andere aber umfaßt die ganz berechneten Theile, welche wir fo an | 
einander reihen werden, daß die einzelnen Glieder nach den Wariatio- 
nen 8x und Sy und den Differenzialien jeded Grades derfelben fprt- 
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ſchreiten. Setzt man aber Kürze halber den Ausdrud &y— pöx=uw, 

fo wird fich die gefuchte Variation auf folgende Art darſtellen: 

sfVar=judı [N + 7 a . 2a... 

+: nd nl. 0 

a At] 
aß tra — 


47 — -d. * de — . ]. 
Der bloße Anblick lehrt tie die Befchaffenheit dieſes Aus: 
druckes fennen, fo daß eine weitere Erläuterung gan; überflüjlig ift. 
Zuſatz ı. 
F. 86. Diefer Ausdruck erhaͤlt eine weit einfachere Form, wenn 


man das Element dx conſtant nimmt, wodurch die Allgemeinheit des⸗ 
felben keineswegs ee wird, denn man wird dann erhalten: 











— sene [n ] 
+ Vs +o P-2+u-5+-] 
+2[e-2 +5 ---] 
Haß]. 
+53 68-.-.] 
Zuſatz 2. 


9. 37. Bezieht ſich die Frage auf eine krumme Linie, fo umfaßt 
der erſte Theil den Werth des Integrales für die ganze Curve, vom 
Anfange bis zu der Graͤnze, wo ſich die Coordinaten x und y befinden, 
und enthält zugleih alle Tariationen, welde in den einzelnen Punc: 
ten der krummen Linie Statt fanden, während die übrigen ſchon aus: 
geführten Theile bIoß durch Die Variationen am Ende der Curve beſtimmt 
werden. 
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Zuſatz 3. 

gF. 88. Wenn wir eine durch die Coordinaten x und y beftimmte 
Eurve ald befannt anfehen, ‚und eine andere frumme Linie, welche 
von jener unendlich wenig abweicht, betrachten, indem wir in den eins 
zelnen Puncten jeder der beyden Coordinaten was immer für Varia⸗ 
tionen beylegen , fo zeigt der gefundene Ausdrud an, um wie viel der 
aus der varürten Curve abgeleitete Werth der Integralformel SVdx 
den aus der gegebenen Curve felbit entnommenen Werth derfelben 
Sormel übertrifft, 


| 3Zufag 4 
$ 89. Dao=ödy— pör if, fo iſt einleuchtend, daß diefe 


Größe c verfchwindet, wenn in den einzelnen Puncten die Varia⸗ 


tionen öx uud öy fo genommen werden, daß 

öy: x — pP: — dy:dx 
wird. In diefem Salle weicht alfo die variirte "Curve von der gegebe⸗ 
nen offenbar nicht ab, und die ganze Variation des Ausdrudes /V dx 
wird auf Vöx zurüdgeführt. 


Unmerfung ı 
F. 90. Diefe für die Integralformel (Vdx gefundene Variation 
gibt fogleich die Regel, welche ich einft für die Auffindung einer Curve, 
bey welcher der Werth eben diefes Integralausdruckes ein Größted oder 
Kleinftes wird, vorgetragen habe, Jene Regel erfordert nämlich, daß 


der Ausdruck 
2 
N ap d 2Q_  dsR da 8 





. dx dx2 dx + 


gleich Null gefegt werde. _ Dazu aber, daß die Variation der Formel 
SVdx verſchwindet, wie es die Natur der größten und Fleinften 


Werthe erfordert, ift, wie man hier fogleich einfieht, vor allem möthig, 


daß der erſte Theil, der unter Dem Integralgeichen erfcheint, verſchwin⸗ 
det, und daher wird 

dP_.eQ _ “Ss 
dz dx dxss to d xa 


0. 


‚ Überdieß aber muß man auch die ſchon berechneten Theile gleich ' 


Null fegen, wodurd die Rechnung auf beyde Gränzen der Curve ans 
gewendet wird; denn durch jene Gleichung wird die Natur der Curve 
felbft ausgedrüdt, und da diefe Gleichung wegen ber höhern Diffe: 
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renzialien eben fo viele willkuͤrliche Conſtanten aufnimmt, als Inte: 
Hrationen vorfommen, fo dienen jene ausgeführten Theile zur Beftim- 
mung diefer unveränderlichen Größen , fo daß die gefuchte Curve ſowohl 
im Anfange ald am Ende gewiffen Bedingungen entſpricht, und gleich» 
fom in gegebenen frummen Linien endiget. Wenn jene Gleichung eine 
Differenzialgleihung der vierten oder fogar einer höhern Ordnung ill, 
fo währt auch die Anzahl der vollendeten Theile, wodurd) der Zwed 
erreicht werden kann, daß fich die gefuchte Curve nicht allein in bey: 
den Graͤnzen an gegebenen Linien endiger, fondern daß dafelbft auch 
eine beflimmte Richtung, oder, wenn die Gleichung noch höhere Diffe⸗ 
 renzialien enthält, fogar ein beftimmtes Geſetz für die Arimmung vorges 
fhrieben werden fann. Bey der Anwendung aber findet immer die 
herrliche Erfcheinung Statt, daß die Natur der Problene felbft folhe . 
Bedingungen enthält, denen mittelft der ausgeführten Theile fehr bes 
quem Genüge geleiftet werden fann. 


inmerfung = 


$. 91. Was aber alles in diefer Formel, welche wir. für die Ba: 
riation der Integralformel /V dx gefunden haben, verborgen liegt, 
läßt fich bey der Anwendung derfelben auf die größten und Fleinften 
Werthe weit lichtvoller darftellen, und ich bemerfe hier nur, daß in 
jener Variation nothwendig ein Integraltheil erfcheine. Denn da wir 
Die Sache im weitgften Sinne genommen, und in den einzelnen Punc- 
ten der Curve jeder der beyden Veränderlichen x und y was immer 
für Variationen, die durch gar fein Gefeg zufammenhängen, beygelegt 
haben, fo fann durchaus der Sal nicht eintreten, daß die der Curve 
in ihrer ganzen Ausdehnung zufommende Variation nicht zugleich von 
allen zwifchenliegenden Variationen abhänge; denn werden diefe anders 
angenommen, fo muß nothiwendig die Variation der ganzen Curve 
eine Anderung hervorbringen. Hierin unterfcheidet fich hauptfächlich 
die Variation der Integralformeln von der Variation folcher Ausdrude, 
wie wir fie im vorhergehenden Kapitel betrachtet haben, und diefe ilt 
einzig und allein abhängig von der Variation, welche den legten Ele 
menten beygelegt wird. Hieraus geht nun deutlich hervor, daß, 
wenn die Größe V zufällig fo befchaffen ſeyn follte, daß die Differens 
zialformel Vdx die integration geftattet, wenn zwifchen den ers 
änderlichen x und y feine Relation feftgefegt, und wenn der Integral: 
theil SVdx eine berechnete Bunction der Größen x, y, Prq, r, ꝛc. 
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iſt, dann auch die Variation desſelben bloß von der Variation der 
aͤußerſten Elemente abhaͤngen koͤnne, und daß auf dieſe Art der Inte⸗ 
graltheil der Variation geradezu verſchwinden müſſe, woraus ſich nach— 
ſtehendes herrliche Theorem ergibt. 


Lehrſatz 3. 

F. 92. Setzt man dy=pdr, dp=gdx, dq=rdx, 
dr = sdx, :c., und bezeichnet V eine folde Function 
der Größen x,y,p,qg,r, 8, ıc., daß wenn das Diffe: 
renziale derfelben 
dV = Mdx + Ndy+Pdp-+ Qdg + Bir + Sdı+... 
seſedt wird, vie Sleihung Statt findet: 

d? dsR d4S 
N— *. ar ds + dxs 
wobey das Element dx conflant genommen ift, dann 
wird die Differenzialformel Vdx für fih integrabel 
feyn, fo bald zwifdhen den beyden Veränderlihen x 
und y keine Relation feftgefegt ift, und umgefehrt. 


— — 0, 


Beweis. 


Wenn' man hat 
d P d? dꝰ R da 8 

x—— ie tan mt 

fo enthält die Variation des Integralausdruckes /Vdx feine Inte⸗ 
gralformel, und ift daher für jede Lage der Coordination x und y bloß 
von den Variationen abhängig, welche denfelben an der äußerften 
Gränje bengelegt werden, was durchaus nicht möglich wäre, wenn 
die Formel V dx nicht integrabel wäre, weil die Variation dann über 
dieß von allen zwifchenliegenden Variationen zugleich abhängen müßte, 
und hieraus. folgt, daß die Formel Vdx die Integration jedesmahl 
geftatte, fo oft jene Gleichung befteht, fo daß alfo der Ausdruf /V dx 
ine gewiſſe und zwar eine beflimmte Function der Größen x, y, p, 
q, Tr 8,.... feyn wird. So oft aber umgefehrt die Differenzials 
formel Vdx die Integration zuläßt, und ihr Integrale (Vdx alfo 
in der That eine Function der Größen x, Y, Pr q, r, s, -.. bes 
zeichnet, eben fo oft iſt auch die Variation dieſes Ausdruckes bloß von 
den äußerſten Variationen der Größen x und y abhängig, und die 
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ſchaft eines Maximums oder Minimums zukommen ſoll, nothwendig 
ſolche Integralien ſeyn muͤſſen, die an ſich die Jutegration nicht 
geſtatten. 
Anmerkun g 2. 
F. 97. Um dieſen Lehrſatz noch lichtvoller darzuſtellen, wollen 
wir einen ſolchen Integralausdruck /Vd x Me ER der für ſich in⸗ 
tegrabel iR, und wollen annehmen, edfey.® 


xsdy _ 
JYdı= ydı I, 





fo daß man erhält: 


und daher die Differenzialformel 
: 24 +3): dx 


für ſich integrabel wird, mb wir wollen nun fehen, ob unfer Theorem 
dieſe Integrabilität zeigt. Differenziren wir alfo die Größe V, und 
vergleichen das Differenziale mit dem Ausdrude 

av — Mds + Ndy--+ Pdp + Qdg, 
fo werden wir erhalten: | 





—p ,q, _-—-p,?xP® _xq 
Nazty 
p=.— 8 und =>: 

y y⸗ 


Da nun, unſerem Lehrſatze zu Folge, 
n—_ Er N 

















d P — 3p 4xp2 3x 
n=. + : — = und 
dQ ı xp, 
mE, 
dann aber 1.Q , 
. 2 — 2 3x x 
dx? = + * 7 
folglich iſt 
dP d?Q — p 2xp? xq 
ame tr 


welchen Werth auch die Größe N gleich iſt. 


— 427 —— 


Anmerkung 3 
$. 98. Wenn der Differenzialausdruf Vdx bie Integration 
zuläßt, und Daher, wenn 
dV=Mdx + Ndy-+ Pdp + 0Qdq-+ Rdr +. 
gefegt wird, nad) unferem Lehrfage die Gleichung Statt ande: 
dp :Q d’R da 8 
x -42— tin 
fo laſſen fi hieraus noch andere, fehr fchöne Folgerungen ziehen; denn 
da man, wenn durch dx multipliciet und dann integrirt wird, die 
Gleichung erhält: 
d>3S 


aQq 
JNdx — P+-- - +7 -.. 4 


fo ift einleuchtend, daß * der Ausdruck Ndx für fi integrabet 
ſey. Da man ferner hieraus ei: 


Sax vNx—-P +0 -7+T-—.. .=Ax-H4tB, 
ſo iſt auch ferner der Ausdrud 
dx(/Ndx — P) 
integrabel. Weiters wird auch auf ähnliche Art folgender auedrie 
integrabel ſeyn: 
dx [dx (yNdax—P)+ Q], 

und daher auch die Formel 

dx [fdx YNdäx— PP +Q—R], 
und fo weiter. Hieraus leiten wir nun folgendes eben fo merfwürdige 
und für die Ausübung fehr nügliche Theorem ab. 








6 





Lehrſatz 4 | \ 

‚9. 99 Wenn dy=pdx, dp=gdx, dgq=rdx, 
dr =sdx, ıc. gefegt wird, und. es bezeihnet V eine 
foldhe Function der Größen x, y, pP, 9, Tı 8, ı., daß 
dDer-Differenzialausdrud Vdx für fid integrabel tft, 
Dann werden, wenn man 
dV = Mdx + Ndy-+- Pdp + Qdg + Rär + Sds-+.. 
fest, auch nachſtehende Differenzialformeln für fie 
‚integrabel feyn: 
I 0 £ 
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* 1. Der Ausdruck Ndx wird für fi) integrabel ſeyn, , und wenn 
P— /Ndı«=% 
gelegt wird, fo wird 
II. Der Ausdrud PdAx die Integration geftatten, feßt man 


ferner 
— dx = Q, 
ſo wird auch Nm Par 


IH. Die Formel Adx für fi) integrabel feyn, fegt man weiter 
R— /Dndx—=N, 
fo ift aud 
IV. Die Formel Rdx für fi) integrabel; wird weiters 
s—- /RNd=6& 
gefegt, fo wird auch 
V. Der Ausdruck Sdx für ſich integrabel ſeyn, und ſo fort. 


Beweis. 

Die Gültigkeit dieſes Theoremes geht ſchon aus den vorhergeheu⸗ 
den Paragraphen hervor, woraus zugleich erhellt, daß, wenn alle 
dieſe Formeln die Integration geſtatten, auch der urfprüngliche Außs 
druck Vdx für fich integrabel feyn würde. 


3ufaß ı. 
$. 100. Da V eine Function der Größen 
dy dp — dq ⸗ 
xı YıP= Ty’ I= 177’ mitt. 


ift, fo können auch die durd) Differenziation daraus abgeleiteten Grö— 
fenM, N, P,Q,R, ... auch auf folgende Art dargeftellt werden: 


(er 


und daher wird auch, wie man aus dem erften Ausdrude fieht, die 

d 
Sormel (7) dx integrabel feyn, wenn die Formel Vdx die Inte 
gration geftattet. 


3ufaß 2 
$. 101. Berner wird auch aus demfelben Grunde der Ausdruck 


(= =) dx und daher weiters die Ausdrüde 
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ds V av 
dvs y> dx x; dx 16. 


fämnstlih für fich integrabel feyn. 


Zufag 3 

$. 102. Weil nun fo viele Buchſtaben P, Q, R vorhanden 
find, vom wie vielten Grade die Differenzialien in dem Ausdrude 
Vdx erfcheinen, und alle folgenden verfhwinden, fo mälfen die dar: 
aus abgeleiteten, mit deutfchen Buchftaben bezeichneten, Größen P, 
Q, R, S:endlid verfhwinden, oder in Functionen einer einzigen 
Größe x übergehen, weil fonft die nachfolgenden Sntegrationen nicht 
Statt finden Fönnten. 


| Beyfpiel. 

s. 103. Sey V eine folde Function, daß 
y (dx? + dy2)» 

xixd2y 
wird. Macht man hier die Subflitutionen 

dy=pdx, dp=gdxs, dg=rdxs, «. 

fo wird fich für dieſes Beyſpiel die Function V anf 
folgende Art Darftellen laffen: 


Ve p(cı + pe: yı-+ p9)» + 3ypVı +p: — yra+p)r 
| — EEE 


JVYdx = 


> | EEE GEHE — — — 


x2q x xq? 

und daher erhalten wir durch Differengiation:nadı- 
ſtehende Werthe: 

-6+PF | BVıFR_ra+m 

ng 4 


x xq? 


p — C44MVı+P _ 3y7pVı tr 4 3y(ı + 2p2 


xq »"q ıYı » 
| __3yprVı + p® 
PC +pP® , Ja+p% , ayrca Hp 
= — — Ta , 
rn — lt p9> 
—. xq? " 


. Zuerft muß alfo jebt der Ausdruck N dx, oder 
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_ —— —— 


xtq x xgq? 
integrabel feyn, und man fieht ſogleich ein, daß dad Integrale 
ar. Ga+m* 
| JNdx= _ * 
feyn werde. Nun erhalten wir hieraus für den zweyten Ausdrut 
P=r—- Nu Er P tr 
3y(ı Hape) _ ByprVı tp% 
xVı + p- xq® 
fo daß man die nachftehende Formel zu integriren hat: 
Pyıdıı= 3pdyVı + p: pP _ 3ypdxyı + p%° + döydx(ı + 2p?) 
Te NER 
__3ypdqVı + p® pt 
xq? 
Das Integrale diefer Formel, oder wenigftens ein Theil deöfel- 
* — 


ben, ergibt ſi ch offenbar aus dem legten Gliede — Syp _—_, m 


da das Differenziale hievon den ganzen Ausdrud umfaßt, fo wird man 
erhalten: 
pax — 33PVı + p® te 
Nun finden. wir ferner für die dritte Formel 


3 

— | _-pt + yarpd 

+:2r0H+ p2)* __3ypVı+p 

xq>’ . xq / 

und daher wird, wenn man mit dx multiplicirt, wegen dx = dp 

q 
im legten Gliede: 

3 3 3 

— dy.( + pP)» 4 + pP» , 2ydgaq(ı + pP» 

xq? x? q? + xgq 
_3ypdpVı + p 


xq? 


Ar 


⸗ 
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wo dad vorlepte Glied ald Integrale den Ausdruck erklaͤrt: 


⸗ 


jadıo 704m 


f ıq? 
Berner wird die vierte Formel fo befchaffen feyn, daß 
R=R— /Qdım=o 


wird, woraus nun. hervorgeht, daß nicht bloß der Ausdrud Rdx 
fondern auch alle nachfolgenden Formeln integrabel feyn werden. 


Anmerfung. 
. 104. Diefe Lehrfäge find um fo fchöner, weil der Beweis. 
derfelben ſich auf ein Princip flügt, deilen Grund hier ganz fremdartig | 
erfcheint, beſonders weil bey diefen Wahrheiten feine Spur von Va⸗ 
tiationen mehr zu finden iſt. Es unterliegt daher feinem Zweifel, daß 
die Demonfirazion auch auf einem andern, mehr natürlichem Wege 
durchgeführt werden Fönne. 


— 7/52 — 


Kapitel IV. 


Von der Variation der verwickelten Integralformeln welche 
zwey veränberliche Größen enthalten. 


— 


x u fo a e 8.5 
$. 105. DLR v=/DBdx gefegt, wobey V irgend 
eine Sunction der beyden Beränderliden x und y und 
ihrer Differenzialien 
dy=pdx, dp= gqdxs, dq ='rdx, ı«. 
bezeihnet, und drückt V irgend eine Function von v 
aus, die Variation des verwidelten Integralaugden 
dee Ver aufzufinden. 


Auflöfung. 

Weil die Größe v felbft der Integralausdrud y8dx if, fo if 
die Formel SV dx wirflich verwidel. Da nun angenommen wird, 
dag die Function V bloß die Bunction v enthalte, fo fepen wir 
daV =Ldv, dann aber fey für die Function V das Differenziale 

= Mdx + Ndy + Pdp + Dig + Rdr +... 
Da nun unter diefen Vorausfegungen die gefuchte Variation 
5yVdx — fölVdx) = (VYdx + Vdsa) 
ift, fo erhält man mittelft der oben gebrauchten Reduction: 
ö/Vdx = Vöx /(dx5öV — dVöx) 

Da aber, vermöge der Torausfeßung, dV = Ldv iſt, fo 
wird man auch für die Variation 5V —= Löv erhalten,, allein wegen 
v—=/Bdx wird man erſtlich dvv—=Ddx und daher dV—=LRdx 
haben, dann aber 

öv = d/Idx = Voôox 4 S(dx5sV — dWöx), 
daher ift aud) 
SV = LRöx + LV(dxòV — d Vox), 
alfo ” 
ö/Vdx = Vdx + 
+ S[LWBdxöx + Ldx /(dx58 — dV 5x) — LVdx x], 
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l 
oder 
ö/Vdx = Vöx + /Ldx S(dxs® — dRVx). 


" Nah dem vorhergehenden Kapitel aber it, wie man leicht 


einfießt:: 
Jax8® — ABI) = Dix — Bir 
= pa (a - Pr - Et.) 
nn er Br) 
0 +58(@ tie) 


d?o 15 
+m(® — TF ...4) 


| ic. 
wenn dad Element dx cunflant genommen, und « — dy— pöx 
Kürge halber gefegt wird. Allein da hier die Subftitution auf Unkz- 
quemlichkeiten führt, fo wird ed beffer feyn, die Rechnung auf dem 
erften Wege wieder durchzuführen. Da alfo aus dem Differenziale 
und der Wariation der Größe W erhalten wird: \ 
‘ dx5B — IVix—= . 

— dx (Möx + Nöy + Psp Qoq Ror p ....) 
— 5x (Mix + Ndy + Pdp + Adg + Ndr . ..., 
fo wird, weil 

dy= pdx, dp = gqgdx, dg= rdx, dr=sdı, ı. 
ift: 
dx5sB — Vox— Ndx ($y— pöx) + Pdx (öp — qöx) 

+ Adx ög— rex) + ic. 
Allein weil dx conftant ift, fo wird nad) $.79: 


do, d?.o. 
y—pi=mu; Sp — gi. eg rer an 
j ' d3o, 
ör — söx — 1,3? ꝛe. 


und ſo wird man erhalten: 4 A 
4 
dx5B — asm ↄax ⸗Ne dx 4 Pau -0. —A — 


und das Integrale hiervon gibt den obigen Ausdruck. Man fege num 
das Integrale /Ldx— I, und man wird erhalten: 


s/Vdx=Vöx-If(ds5sß — Amar) SI dx BIN). 
Euter’s Integralrechnuns. II, Bd. 28 


zue 45/4 
Jetzt aber fieht man leicht, daß 


' . d2,I . 
S1(dx5B — Wir) yadz(ın +24) 


Lo o (1ıp 22 — 2 ..) 


+ (12-57 +.) 


feyn werde, und daher folgert man PR gehöriger Subftitution für 
die gefuchte Variation: 

an KR 
o/Vdx= Vöx+ 1/udx(N— TE FERCH -55 +.) 


d2.IQ ds.IR 
ea (m ++) 


ie (p- 42 -884..) 








4.10 dz.IR d3.IS 
⸗ 7 o (18-74 de das tr“ 
Ido AR ICH 
, + 2x ( dx due + ) 
d. + d2. 2.16 
„(12 - Arm — 0 9 ) 








d?o ie | 
En: * ) 


I ds 

+ dx’ (S — ) 
ds 
75 10...) 


Werden hier die beyden erften Theile differenzirt und von Neuem 
integrirt, fo werden wir nach gehöriger Reduction der übrigen Theile, 
indem wir ftatt AI den Werth Ldx wieder berftellen, erhalten: 


s/Vdx = Ye + 
ds 
+ Sbisfoı(R- 24T -7= +.) 
LIN—d.LA., LieR-ta. F_ | 
+ fodx (LP — + t Lan zeug J 


LAR—d.LR  LeS+dLac+a.Ls_ 
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d LdS — d.L& 
+2 (v3 — --<Z 22 +... 
d? 
+ I (L&S — |. )/, 
und dieſer Ausdruck erſcheint in einer höchſt einfachen Geſtalt, und 
für die Anwendung ganz geeignet. 


Ä 3ufaß ı. 

6. 206. Wird eine ſolche Relation zwifchen x und y gefucht, daß 
das Integrale / Vdx ein Marimum oder Minimum wird: fo muß 
man die Integraltheile der Variation verfhwinden laſſen, welches im 
Allgemeinen nicht moͤglich ift; denn man muß auf die Grenze fehen, 
bis zu welcher das Integrale SV dx ausgedehnt wird, und wenn wir 
annehmen, daß für diefe I=/Ldx= A werde, fo erhalten wir 
aus dem erſten Ausdruck folgende Gleichungg: 

d.(A—DP , BA—-DA BA—DR 


\ 


— tg Tat 
3ufaß = | 


$. 107. Wie man aud diefe Gleichung für jeden gegebenen Fall 
behandeln mag, fo wird man doch immer am Ende dahin fommen, 
daß man den Integralausdruf I= /Ldx durch Differenziätion weg» 
ſchaffen muß, und es ift einleuchtend, daß durch diefe Operation zu= 
gleich die Größe A wegfällt, und fo wird die refultirende Gleichung 
weiter nicht mehr von der Graͤnze der Integration abhaͤngig ſeyn. 


Zuſatz 3. 

9. 108. Wenn wir im Allgemeinen für die Auffindung der Bar 
riation der SIntegralformel /Vdx den Werth Ldx—=I, welder 
dem ganzen Integrale entfpriht, = A feßen, fo wird fich die gefuchte 
Zunction unter folgender Form darfiellen: 

s/yVdı= Vöxr-+ 


ADD , dUCA-DR  d.(A-DR 
Hof AH 4" a5 tr“ 


dx? — 
LAR—d.LR LS +d.LA6+E. L&S 
+ 0 (La 4) 


@ LdS — d.L& 
+2(R2 - +. 


= 1“ (LS —...) 
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wo A— I ben Werth des Ausdruckes /Ldx bezeichnet, welcher von 
der aͤußerſten Graͤnze der Integration an jeder unbeflimmten Zwiſchen⸗ 
ftelle von rüdwärtd genommen wird. 


Anmerftung. 
$. 109. Bey der Auflöfung diefes Problemes hat ſich eine Ab: 
fürgung dargebothen, durch welche auch die in dem obigen Kapitel ges 
brauchte Nechnung fich fehr bedeutend zufammenziehen laͤßt. Denn 
da wir dafelbft (79) auf die Gleichung 


s/Vdx = Vöx + /(dxsV— dV5r) 
gefommen find, ſo wird man, weil 
dV=Mdx + Ndy >-Pdp-+- Qdgq + Bär +. 
und ' 
De 
ift, erhalten: 
. dV—=dx(M+-Np+-Pgq+Qr+RBs+..,), 
und hieraus ergibt ſich: | 
dxöV — aVsx == 
— dx[N (öy—pöx) > P(öp— göx) + Q(ög— röz)+...]. 
Seht man nun Kürze halber öy— pöx=w, fo wird man 
durch Differenziation erhalten: 
ö(pdx) — qgdxöx - psdı—=du; 
aber es ift: | | 
5 (pdx) = pdöx 4 öpdx, 
alfo 
öp — qdı = 
Differenzirt man diefe Formel, fo wird man, weil 
 dp=gqdx und dq=rdx 
ift, auf ähnliche Art erhalten: 
gqdöx-Fögqdx — gdöx— dgöex=dx(ög— riı)= a. 
woraus hervorgeht, daß, wenn 
| öoy— pox — 6 
geſetzt wird, erhalten werde: 
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..de 


wenn dx conflant genommen wird; und endlich 


do do 
r x = Fr F 77* — 4x 


ꝛc. 
Man wird daher finden: 
Pdo | Qdta  Bdso | Sdto 


dzöV— avan as (No + ee le Ste, 


wenn nämlich das Differenziale dx conflant genommen wird. - 


Aufgabe 9 
F. 110. Wenn vo/VBdx ift, wobey | 
BB = Mdx + Mdy+- Pdp + Ddg +-Ridr +... , 
dann aber V irgend eine Function bezeichnet, die 
nikht bloß die Srößen 
d dp d 
vypr=7; g=-; ro; %. 
fondern auch den Integralausdrud v— Bdx felbft 
enthält; die Variation der verwidelten Sutegrals 
formel SVdx aufzufuden. 


Auflö Fu n 9. 
Weil V eine Function der Größen v, x, y, P, gı r, ⁊c. iſt, 
fo nehme man das Differenziale derfelben,, welches 
aY=Ldv-+ Mdxr + Ndy + Pdp + Qdgq+Rdr-+... 
feyn mag, und man wird die Variation von V auf folgende Art aus⸗ 
gedrüdt erhalten: 
85V —=Löv+ Möx + Nöy+Pöp+ Qög+Rör+..., 
dann aber bemerfe man, daß, weil | 
. dv= %dx, dy=pdx, dp= qdx 

it, die Sleihungen Statt finden : 

dV=ds(LUO-MI-Np+Pgq+Qr+Rst.. .) und 

sV= dr PO AT Rh. 


Außerdem haben wir: 
öv = /(Bdsx + dx5R) = Wöx + Sldx5sW — dV 5x), 

und daher wird, wenn öy — p5sx—=w gefept wird, mittelft der 
oben gefundenen Ausdrüde feyn: 
vr —PVöx + Six (no + = + ne + . Karo 4. ) 
wo wir der Bequemlichkeit wegen dx conſtant genommen haben. 

Da nun nach diefen Vorbereitungen die gefuchte Variation 

s/Vdx—=Vöx + S(dxsV —dVörR) 

ift, fo ſetze man, um die oben gefundene Reduction anwenden zu | 
können: 








 dV/=Ldr+ aw, 
fo daß man erhält: 
58V = Löv + 5W 
und _ Ä 
dw = Mdx + Ndy - Pdp + Qdg + Rdr +... .. 
Wir werden daher folgenden Ausdruck finden: 
s/Vdx—=Vöx--/(Ldxöv—Ldvöx) + /(dx5W—d\V 5x), 
woben die Relation Statt findet: 
Pdo |, Qd?o 


re dx? +4, Ist ) 





dx VV — dWVoOx = dx (No +, 
ferner iſt 
dxöv— dvöx=dxı/dx 








> do | NRdw 
Hatte) 
weil dvöx— Vdxöx if. Durd) Subtitutien diefer Werthe ergibt 
ſich die gefuchte Variation: 
Ada, Rdo 


do 
Var Vörtrbasfan(me+ Bi —- —— Fern + 15° —t.. 
” d?o» Rd’o 
+ /dx (No+72 + 75” —— + 735° dx3 + .. 

Unm nun Ddiefen Ausdrud weiter zu reduciren, ſetzen wir, das 
Integrale /Ldx =I werde fo genommen, daß es für den Anfang, 
dem dad Integrale /V dx entfpricht, verfchwinde, für das Ende aber, 
wo dad Integrale /Vdx endiget, I=A werde, und fo wird man 
erhalten: 
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s/VYd= = Vixs + Asa (Not tg ++. 
Pdo , Adv, NRdw 





11a (RC Hr et 
Pan Qd2u Rd’o 


+ /fdx (No+ dx J— dx! — — du Te 
Sur Abkürzung diefed Ausdrudes fegen wir: 
| NZTA—DN=M 
P+A-DpP=P 
a +A—D2=Q 
R+A—DR=R 
damit Daraus folgender Ausdruck zum Vorſchein komme, Ahnlich jenem, 
welchen wir oben behandelt haben, nämlich): 
Q’d2o , R’diw 


syväx= Vör + Sie (Mo HS tet 


Wenn wir alfo bier nach den Sntegralzeichen die Differenzialien 
von ww wegfchaffen, fo werden wir nach $.86 auf folgenden Ausdruck 
fommen: 


s/yVdx = fadz (N — * +7 — —* 4 * — ..) 
) 
4 Const, + = (a — = + —. ) 
tm (tr) 


+ &-..). 

Der durch die Integration eingeführten conftanten Größe aber 
muß man einen folhen Werth beylegen, daß für den Anfang der In: 
tegration die vollendeten Theile der Formel /V dx verfchwinden, wenn 
nämlich der erfte Theil des Integralgs fo genommen wird, daß er für 
denfelben Anfangswerth verfchwindets dann aber muß man den gans 
zen Ausdrud bis zu dem Ende der Integration ausdehnen, für wel 
‚hen, wie wir beteitö angenommen haben, /Ldx = 1=A mir. 


| 3ufaß ı. 
g. 111. In dem Integraltheile muß man die, Weränderlichfeit 














. | um 7/50 m 
_ det +p + 3pdxYı +p _daq a+ pm: 
xtq x xq? 
integrabel feyn, und man fieht fogleich ein, daß dad Integrale 
ar — 
/Ndx — * 


ſeyn werde. Nun erhalten wir hieraus fuͤr den zweyten Ausdrus 
»=P— /Niax—=:FVıtP _37PVı + ı + pl 


xq ı2q 
3y(t +2p) _3yprVı + p 
xYı + p:- xgq® 4 
fo daß man die nachftehende Formel zu integriren hat: 
PYdıı= 3pdyVı + p Pr _ 3ypdxyı + p? + öydx (ı + 23p?) 
xq 2q sYı + p: 
j _ 3ypdaVı Fr 
xq? 


Das Integrale diefer Sormel, oder wenigftens ein Theil deofel: 
ben, ergibt fi ch offenbar aus dem lebten Gliede — —— 3yp 4 — Pe“ — — , und 
da das Differenziale hievon den ganzen Ausdruck umfahe, ſo wird man 


erhalten: 
| — 33pVı + p® 
yax = 


Nun finden. wir ferner für die dritte Formel 


B=Q—- Par -Lutr® vet 


x q? x? q? 

2rraH p9* _3ypVitp: 

xgqg? . xq 4 
und daher wird, wenn man mit dx multiplicirt, wegen dx — = 

im legten Gliede: 

3 3 ; 
—dya+p ; ydaxa+p)> , 2ydgqtı + pr 
aax Sur ms er 0 ek mer us 


_ 3yrdpVı +p 
SypCpVı bp 


xq? 


um 7,51 mh 


wo bad vorlepte Glied ald Integrale den Ausdruck erklaͤrt: 


⸗ 


-64 —2 
fAdx - ru 


Berner wird die vierte Formel fo befchaffen feyn, daß 
R=R— /2adı=o | 

wird, woraus nun hervorgeht, daß nicht bloß der Ausdruck Rdx 

fondern auch alle nachfolgenden Formeln integrabel feyn werden. | 


| Anmerfung. 
. 104. Diefe Lehrfäpe find um fo fhöner, weil der Beweis. 
derfelben fich auf ein Princip ftügt, deflen Grund hier ganz fremdartig 
erfcheint, befonder& weil bey diefen Wahrheiten feine Spur von Va⸗ 
ziationen mehr zu finden ift. Es unterliegt Daher feinem Zweifel, daß 
die Demonſtrazion auch auf einem andern, mehr natürlichem Wege 
durchgeführt werden koͤnne. 
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Kapitel IV. 
Von der Variation der verwickelten Integralformeln, welche 
zwey veränderliche Groͤßen enthalten. 





W Aufgabe & 
. 105 ird v=/Bdx gefegt, wobey VB irgend 
eine Zunction der bepyden Veränderlihden x und y und 
ihrer Differenzralien 

dy=pdx, dp= qds, dg=rdx, «. 
bezeihnet, und drückt V irgen> eine Zunction vonv 
aud, die Variation des verwidelten Integralausden 
des ‚Vdx aufjufinten. 


Auflefung. 

Weil die Größe v folk der Sntegralaudtrnf DBdx iſt, ſo iſt 
die Fermel /Vdx wirklich verwidel. De zu sagcnommen wird, 
daß die Furcien V Boss Ne Furctien vr exelre, ſo fegen wir 
adY =Lir, dena aber ſey Fir Ne Farctiez SO rad Tifferenziale 

ag Mdı — Nr — Tip — Di Rdr +... 

Da gaz znier Meiez Trrzzitiganger Ne sezäte Nariation 

s Viexr=_Sıleg=_ Ver — VTdöz) 
ik, Yserkäirt een Bet Nn SZ gerrsmdie Azrmieon: 
“ar — 48) 


=. 
wirt wur sch ir —S sV=L?v etz, allein wegen 


w—= U lı wird zız ct Sr Qi m nie dTV L%Vdx 


sbuz. 2822 ei 


s Vz V:ı — 
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er 
ö/Vdx = Vöx + SLdx S(dxs® — dRVx). 
Nach dem vorhergehenden Kapitel aber ijt, wie man leicht 


nfieht : 


Stax5RB — dVöx) = 5/RBdx — Vdı= 


.d? Q dIR 165 
Sei (RN +7 — = +... 


— 
3 ....) 
260 355 


268—- .....) 


ꝛe. 
mn das Element dx conſtant genommen, und « 6y — pöx 


ürze halber gefegt wird. Allein da bier die Subftitution auf Unke- 


emlichkeiten führt, fo wird es beffer feyn, die Rechnung auf dem 
en Wege wieder durchzuführen. Da alfo aus dem Differenziale 
d der Nariation der Größe I erhalten wird: x 
dx5RB — IVBix— . 

. dx (Mix 1 Nyt- Psp + Dig + NRör-t.....) 
5x (Mix + Ndäy+Pdp + QAdg+- NRdr + .... .), 
wird, weil 

dy=pdx, dp — qdz, dq=rdx, dr=sdx, «. 


EB — ABax = Nix ( y — pöx) + Pdx (öp— qöx) 
+ Ddx (eg — röx) + x. 
Allein weil dx conftant ift, fo wird nad) $.79: 


do d?o. 
— pöx = mw; op — gem 75 gg—riıxegzi 
do, 


ör — söx = 7 3%» 


d fo wird man erhalten: 1 
20 — Bir Nude + Pdo+ a RT +oTete, 


d das Integrale hiervon gibt den obigen Ausdrud. Man fege nım 
3 Integrale /Ldx = 1, und man wird erhalten: 


Vdx=Vöx-+-If(ds% — dw ax) [Id AWEx). 


Euter’3 Integrafrechnung. III, Bd. 28 


€ 


m 5 
Jetzt aber fieht man leicht, daß 
a — * a +) 


4 — +.) 
feyn werde, und daher folgert man ua gehöriger Subftitution für 
die gefuchte Variation: 


Vie=Vor+Yade(R- Zr 2422 *...) 


dxs dx’ 

















— [odı 1.19 * = +-) 

+10 (9 — ‚0 on det) 
(m 10 Ken ne, 
, +72(2 = 72.) 

508 En we) 








x 
I ds 

+ dx (S — ) 
d3o 


Werden bier die beyden erfien Theile differenzirt und von Neuem 
integrirt, fo werden wir nach gehöriger Reduction der übrigen Theile, 
indem wir ftatt AI den Werth Ldx wieder herftellen, erhalten: 


s/Yds—= Vör+ 


en u 
+ SLisfod(R - 2 +72 dx — ax +...) 
LIA—d.LA., LERLALINLELH | 
+ fo (19) 


LdR—d.LR , L°65+4.LdS+d.1® _ 
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d LdS — d.L6& 
+22 (13 — - ZI... 
d? 
+ I (L&S — |. ), 
und. diefer Ausdruck erfcheint in einer höchſt einfachen Geflalt, und 
für die Anwendung ganz geeignet. 


Zuſatz ı 

h. 206. Wird eine folche Relation zwifchen x und y gefucht, daß 
das Integrale ‚Vdx ein Marimum oder Minimum wird: fo muß 
man die Sntegraltheile der Variation verfchwinden laſſen, welches im 
Allgemeinen nicht möglidy ift; denn man muß auf die Grenze fehen, 
bis zu welcher das Integrale /V dx ausgedehnt wird, und wenn wir 
annehmen, daß für diefe I=/Ldx— A werde, fo erhalten wir 
aus dem erften Ausdruck folgende Gleichung: 


\ 


d.(A—DP , BA—-DA BA—DR 
o=A-)R- 7, du te 
Zuſatz 2. | 


(. 107. Wie man audy diefe Gleichung für jeden gegebenen Kal 
behandeln mag, fo wird man doch immer am Ende dahin fommen, 
daß man den SIntegralausdrud I=/Ldx durd) Differenziation weg⸗ 
fhaffen muß, und es ift einleuchtend, daß durch diefe Operation zus 
gleich die Größe A wegfällt, und fo wird Die refultirende Gleichung 
weiter nicht mehr von der Gränze der Integration abhängig feyn. 


3ufaß 3. 

. 108. Wenn wir im Allgemeinen für die Auffindung der Bar 
riation der SIntegralformel /Vdx den Werth /LdxI, welder 
dem ganzen Integrale entfpricht, = A feßen, fo wird fich die gefuchte 
Sunction unter folgender Korn darfiellen: 

syVdx= Vöxr-+ 
d.(A—D)P jkFama d3.(A— DIR OEL, 


+fodı] aD | dx dı? das . 
LAR—d.LR , L25Ö+d. Lae4à LGS 
+ — — ) 
EGa 227024. 
FR 
48 Lo-.. Jr 


28 * 
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wo A— I den Werth des Ausdruckes /Ldx bezeichnet, welcher von 
- der aͤußerſten Graͤnze der Integration an jeder unbeflimmten Zwifchen: 
ftelle von ruͤckwaͤrts genommen wird. 


Anmerfung. 

F. 109. Bey der Auflöfung dieſes Problemes hat fi eine Ab: 
fürzung dargebothen, durch welche auch die in dem obigen Kapitel ge⸗ 
brauchte Rechnung fich ſehr bedeutend zufammenziehen läßt. Denn 
da wir dafelbft (79) auf die Gleichung 

ö/Vdx = Vör + /(dssV— dVx) 
gefommen find, ſo wird man, weil 
dV=Mdx + Ndy-+-Pdp-+- Qdg +Bdr +.. 
und ' 
sV=Möx- Nöy+-Pöp-+-Qögq+Rör-+... 
ift, erhalten: | | 
dV=dxs(M+-Np+-Pgq+Qr+RBs+...), 
und hieraus ergibt ſich: | 
dxöV — dVöx — 
— dx[N(öy—pöx) +P(öp— göx) + Q(ög— röx)+...]. 

Seht man nun Kürze halber öy— pöx=w, fo wird man 

durch Differenziation erhalten: | 
ö(pdx) — qdxöx — pdı = du; 
aber es ift: | | 
ö (pdx) = pdöx + öpdx, 
alfo 


do 
ö — ö —e — ⸗ 
pP qoXx F 


Differenzirt man dieſe Formel, ſo wird man, weil 
dp qdx und 49 =rdx 
iſt, auf aͤhnliche Art erhalten: 
qdöx Fögqdx — gqdöx— dgöx=dxı (öq— röx)=d Se 
woraus bervorgeht, daß, wenn 
| öoy— posx—=o 
gefeht wird, erhalten werde: 


nn 437 


,.de 
öp— gdg= ir 
— #0 

m — ge‘ 
wenn dx conflant genommen Wie; und endlich 
. do dSo 
ör — söx = Jz — ⏑— 
r söx 4. * d. Fri 
æ. | 


Man wird bafer finden: | \ 


Pd d? Rd’o 
des — AVor—ds (No+- ++ e+Her.), 


wenn nämlich das Differenziale dx conflant genommen wird. - 


sg—rösx=d. 


Auf 8 abe 9. 
$. 110. Wenn va /Bdx ift, wobey 
IB = Mdx + Mdy + Pdp + Ddg + Rir +... , 
dann aber V irgend eine Function begeihnet, die 
nicht bloß die Srößen 


dy dp dq 
X. Y,P= 753 I= 75 = 7’ ꝛc. 


ſondern auch den Integralausdrud — Vax ſelbſt 


enthält; die Variation der verwickelten Integral 
formel SVdx aufzufuden. 


Auflöfung. 

Weil V eine Zunction der Größen v, x, y, Pr q„ xy 2 ill, 
fo nehme man das Differenziale derfelben,, welches 
aY=Ldv+ Mdx + Ndy+Pdp +Qdgq-+Räir-+... 
feyn mag, und man wird die Variation von V auf folgende Art aus⸗ 
gedrüdt erhalten: 
5V —Lövr + Möx + Nöy+ Pöp+ Qög+Rör+ ..., 
dann aber bemerfe man, daß, weil 

dv= %Bdx, dy=pdx, dp= qdx 

it, die Sleihungen Statt finden : 

di= dx (LB--M+-Np+Pg+ Qrtäst.. ) und 

5V= Mix + Nöy- Pop + Ddg+Nör-t... 
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Außerdem haben wir: 
övr = /(VBdöx + dx5RV) = Wöx + S(Ax5B — dVax), 

und daher wird, wenn öy— pöx=w gefegt wird, mittelft der 
oben gefundenen Ausdrüde feyn: 
sv = Bör + fd: (No + +2 + zu + Bir 4.. 
wo wir der Bequemlichkeit wegen dx conſtant genommen haben. 

Da nn nach diefen Vorbereitungen die gefuchte Variation 

ö/Vdx = Vöx + S(dssV— dVöx) 

ift, fo fege man, um die oben gefundene Reduction anwenden zu 
können: 








fo daß man erhält: 
58V = Löv + 5W 
und | 
dw = Mdx + Ndy-+- Pdp + Qdq + Rir + .... 
Wir werden daher folgenden Ausdrud finden: ' 
ö/Vdx—=Vöx-+/(Ldxöv— Ldvöx) + /(dx5 W—dWöx), 
woben die Relation Statt findet: 
dxöW — dWöx — dx(No+ u le ET — +. .); 
ferner ift 
axav — drzxmdzsäx(no Die DR Hate) 
weil dvöx = Vdxöx ifl. Durch Subſtitution diefer Werthe ergibt 
fi) die gefuchte Variation: 
6) d 
— Vortsbäsfau(me+ Die u 22 ++) 
” Pd d?o Rd’w 
+ /dx (No+ + Di ++ .): 


| Um nun diefen Ausdrud weiter zu reduciren, ſetzen wir, das 
Integrale /Ldx1I werde fo genommen, daß es für den Anfang, 
dem dad Integrale /V dx entfpricht, verfchwinde, für das Ende aber, 
wo das Integrale SVdx endiget, I=A werde, und fo wird man 
erhalten: 
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d Ada , Rd’o 
asVdz = Vor + As (Net Hatte 
Pdo , Adv , Rdo 
— /Idx (n« +7 + It — — 4. ) 
Pie da  Rd’w 
‚rysdx (Na +2 dx + +gst- 
Zur Abluürzung dieſes Ausdruckes ſetzen wir: 
NTA—DN=MW 
P+A-Dp=P 
Q0+A—-D2=Q 
R+A—DR=R 
. 
damit daraus folgender Ausdruck zum Vorſchein komme, Ahnlich jenem, 
welchen wir oben behandelt haben, nämlich: 
Q’d2o , R’d3w 


Vax — Vox + Säx(No4 + Sr H 


Wenn wir alfo hier nad) den Sntegralzeichen die Differenzialien 
von «wegſchaffen, fo werden wir nach $.86 auf folgenden Ausdruck 
fommen : 


dP‘ d2Q’ dsR‘ das’. . 
SyVdx = fodz (N — Ar +77 — ds ——. Im — ) 
| do’ d2R’ do 8⸗ 
+ VYdz+o (pr SE +aw ie-=t-) 
do d?S’ 
- Const, + * (7 — En + dam. .) 
da 
tar m SZ 
+4 dx3 (80 — ..) 

Der durch die Integration eingeführten conftanten Größe aber 
muß man einen folchen Werth beylegen, daß für den Anfang der In⸗ 
tegration die vollendeten Theile der Formel /V dx verfchwinden, wenn 
nämlich der erfte Theil des Integralgs fo genommen wird, daß er für 
denfelben Anfangswerth verfchwindets dann aber muß man den gan» 
zen Ausdruck bis zu dem Ende der Integration ausdehnen, für wel: 
„hen, wie wir bereitö angenommen haben, /Ldx—=1=A wird. 

| | 3ufaß ı. 
$ 111. In dem Sntegraltheile muß mun die Weränderlichfeit 
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durch die ganze Ausdehnung der Integration fich vorftellen, bey den 
abfoluten Theilen aber ift ed hinreichend, den Anfang und das Ende 
der Integration zu berüdfichtigen ; für beyde Graͤnzen aber geben die 


vorgefchriebenen Bedingungen der Variation Die Werthe x, = ‚ 


ne —, %. Hat man aber dann aud den Bedingungen die Conſtante für 


den Anfang richtig beſtimmt, fo bleibt nicht zu thun uͤbrig, als die 
einzelnen Glieder für das Ende der Integration einzurichten. 


Zuſa 6 2. 

$. 113. Für den Anfang der Integration, wo I= o ift, wird 

man alfo erftlich erhalten: 
N=N-AS; P=P-+LAY; veqrarn; 
M=R-HLANR; ıc. 
fir die Differenzialien aber un ‚wel dI=Ldx if: 
= — 14 = — LN, 

eben fo für die übrigen, und F ähnliche Art für die zweyten Dif- 
ferenzialien 

N deN Ad?NR LAN RdL 


Zuſatz 93. 
$, 113. Zür das Ende der Integration aber, wo I=A ilt, 
wird 
N = N; P’=P; V=80; Rn’ = ; 2c. 


Die Differenzialwerthe ſtellen ſich ſo dar: 


dN‘ dN dp‘ dP do’ d 
37 =. 1% iı, > ij. 19; = ——L8; re. 
die des zweyten Grades aber auf folgende Art 

d?N’ 2N 2LAN RdL 

Au "In di ar 

d2Pp‘ d2p aLd®B PdI, 

A ae dx Art 


“und fo ferner. 


Anmerfung ı. 
9.124. Obſchon die Natur der Variationen und auch die der dahin 
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gehörigen Fragen ſchon genugfam aus einander geſetzt worden iſt, fo 
ſcheint doch die Wichtigkeit ſowohl, als die Neuheit diefer Materie 
eine außgedehntere Audeinanderfegung zu fordern, daß ed nicht einmahl 
überflüffig feyn wird, denfelben Gegenfland öfter® zu berühren. Da 
wir und früher der Geometrie und der Anwendung diefes Calculs auf 
die größten und Fleinften Werthe bedient haben, um diefe Lehre in ein 
helleres Licht zu feßen, fo wollen wir hier die Sache allgemeiner für 
die Amalyfid allein betrachten. Wir betrachten alfo zuerft irgend eine 
Relation zwifchen den beyden Veränderlichen x und y, es mag diefe 
befannt oder erſt zu beftimmen feyn, und dann irgend einen daraus 
abgeleiteten Integralausdrud SV dx, welcher innerhalb gewilfer Gräns 
zen enthalten, oder wenn die Integration von einen gegebenen Ans 
fange bis zu einem gegebenen Ende ausgedehnt wird, ebenfalld immer 
irgend einen beflimmten Werth annehmen muß. Wie aber jene Rela⸗ 
tion zwifchen x und y auch befchaffen feyn mag, fo ändere man fie um 
fo unendlich wenig ald man nur will, damit den einzelnen Werthen 
von x, die um beliebige Variationen öx vermehrt werden, um diefel- 
ben Werthe von y ebenfalld um beliebige Variationen 5y vermehrt ent- 
fpreden; wobey zu bemerfen it, daß fo wohl im Anfange als am 
Ende das Verhältniß diefer Variationen durch die Bedingungen der 
Aufgabe gegeben werde; diefe Variationen aber in der Mitte fo all: 
gemein genonimen werden, daß fie durch gar fein Gefeg unter einans 
der zufanmenhängen. Berner hat man jich zu denfen, daß aus diefer 
geänderten Relation der Werth derfelben Integralformel SVdx von 
demjelben Anfange bis zu demfelben Ende ausgedehnt, oder zwiichen 
'denfelben Graͤnzen enthalten, beftimmt werde, und es handelt fih nun 
bloß darum, den Überfchuß dieſes lebten geänderten Werthed über jenen 
erfteren Werth der Formel SVdx aufzufuchen. Da diefer Überfchuß 
durch Sy/Vdx, welcher Ausdrud die Bartation der Formel (Vdx 
felbft ift, angedeutet wird, fo haben wir bisher die Auflöfung diefes 
Problemes fo umfailend gegeben, daß fie alle Fälle begreift, in wels 
hen die Größe V irgend eine Bunction nicht allein von den Größen 
X, Yr Pı g, r, s, ꝛc. iſt, fondern auch überdieß irgend einen Inter 
gralausdruck v = /Bdx, wie immer onthält. 


Anmerfung 2. 
$. 1215. Was wir in dem vorhergehenden Kapitel rücfic tlich 
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der conſtanten Größe, welche der gefundenen Variation beygefuͤgt 
werden muß,“welche naͤmlich der Integraltheil der Variation von ſelbſt 
enthaͤlt, ſtillſchweigend angenommen haben, das glauben wir bey der 
Auflöfung dieſes Problemes näher aus einander ſetzen zu muͤſſen, da 
man nämlic, bey derley Aufgaben , welche auf Integralausdrüde zu: 
rüdgeführt werden, immer auf die Gränzen der Integration. fehen 
muß, wenn nämlich dad Integrale nichts anders ift, als die Summe 
der Elemente von einer gegebenen Graͤnze oder dem Anfange, bis zu 
einer anderen Graͤnze oder dem Ende fortgefegt, fo ift dieſe Betrach⸗ 
&ung bey jeder Integration durchaus wefentlich, ohne weiche man an 
einen Werth des Integrald nicht einmahl denken kann. Nach Beft- 
ſetzung der Gränzen der Integration, nämlich nach der Beſtimmung 
des Anfangs und des Endes, muß, fo bald der Sntegraltheil.der Va⸗ 
riation fo genommen wurde, daß er für den Anfang verfchwindet, eine 
ſolche conftante Größe beygefügt werden, daß auch die unabhängigen 
heile für denfelben Anfang ſich tilgen, und fo der ganze Ausdrud der 
Variation verfchwindet. Iſt diefes gefchehen, fo fann man endlidy zu 
dem Ende der Integration fortfchreiten, damit auf dieſe Weife die 
wahre Variation des "vorgelegten Integralausdrudes, vom Anfange 
bis zum Ende ausgedehnt, erhalten werde. 

Diefe Lehre der Variationen kann auf Probleme zweyerley Art 
angewendet werden; bey der einen Art wird die zwifchen den Ver: 
änderlihen x und y beitehende Relation ald gegeben angenommen, 
und die Variation der ebenfalld gegebenen Sntegralformel /V dx auf 
gefuht, nahdem man durch die ganze Ausdehnung der Integration 
den Veränderlichen x und y was immer für Variationen beygelegt hat; 
bey der andern Sattung von Aufgaben aber wird jene Relation zwi— 
fhen den Veränderlihen x und y gefncht, damit die Variation des 
Sintegralausdrucdes [Vdx eine gewiffe Eigenfchaft erhält; daß z. ©. 
in dem Falle, wenn jener Ausdrud einen größten oder Fleinften Werth 
erhalten foll, diefe Variation verfchwinden muß. Hier biethen ſich 
abermals zwey Fälle dar, je nachdem ein Marimum oder ein Mint: 
mum Staft finden foll; wenn entweder den Größen x und y was im— 
mer fir Variationen beygelegt werden, oder wenn diefe Variationen 
bloß an irgend ein beflimmtes Gefeb gebunden find. Hieraus geht 
nun hervor, daß diefe Theorie weit allgemeiner fey, als fie biöher in 
Anwendung gebracht worden ift. 


Aufgabe 10. 


$. 116. Wenn die Function V außer den beyden 
Veränderlihen x und ywitihren Differengialwerthen 


»=g, — AP, = 4, u. f. w. 
auch noch zwey oder mehrere Sntegralformeln 

v= /VBdr; vVv = /Wdx; ꝛe. 
enthält, fo daß 
dB = Mdx +-RiIy +Pdp +OdIg +NRidr +... 
dW = Mdx + Ndy+ Pdp + Adg + Rdr +... 
wird, und, nahdem man das Differenziale genommen 
bat: 
dV=Ldv+- LW’dwW—+- Mdx + Ndy -Pdp-+ Qägt...; ..5 
die Bariation des Integralausdrudes SVdx zu 
finden. 


Auflöfung. 

Wenn die Auflöfung diefes Problemes auf diefelbe Art vorges 
nommen wird, Wie die der vorhergehenden Aufgabe, fo wird man bald 
| einfehen, daß die Rechnung durch die beyden Integralausdrüde 

v= /2dx und 'v = [W dx 
nicht geftört werde, felbft dann nicht, wenn deren noch mehrere vors 
Sommen würden. Die ganze Auflöfurg wird daher endlich darauf zu: 
rüdgebracht werden, daß nad) Seflfegung der Gränen der Integration 
zuerſt die Integralien 
VLdx I ud /L’dx = l 
fo genommen werden müffen; daß fie für den Anfang der Integration 
vesfhwinden; daß aber dann für dad Ende der Integration I=A und 
‚L”=A! werde. Sind diefe Größen gefunden, fo fege man ferner: 
NLA—-DRLA—- MIN Ä 
P+A-DP+A—Dp—P 
"FA—-DA+AM-MO=Q 
RLA-DR+WÄA- WMW=M 
J u ſ. W, 
und die gefuchte Variation wird, wenn jeder der beyden Veraͤnderlichen 


zum /j)/) mm 


was immer für Variationen beygelegt werden, nach der vorhergehen⸗ 
den XAuflöfung ſeyn: 


5/Vdx =juds[v 5 — + = -=t% e-] 
rate — *44] 
++ [-5+5—-:--] 

+ = En te 
4 2 [—...], 


wobey wegen der Bequemlichkeit dad Element dx conftant genommen 
wurde. 





3ufapß. 
$. 117. Wenn alfo auch mehrere Integralausdrücke von der 
Form Rdx wie immer in der Sunction V erfcheinen, fo wird dadurch 
der Ausdruck der gefuchten Variation nicht geändert, fondern man muß 
aus derfelben bloß die Größen N’, P/, Q’, R/, ꝛc. richtig beftimmen. 


Anmerfung. 
-(. 118. Obgleich die Integralformeln 

I=/Ldxs, LP /L’dx 
zwey Veränderliche enthalten, und daher Feiner beitimmten Werthe 
fähig zu ſeyn fcheinen, fo muß man denn doch erwägen, daß bey allen 
Problemen diefer Art immer eine gewilfe Relation zwifchen den beyden 
Veränderlichen x und y vorausgeſetzt werde, diefe mag entiweder un« 
mittelbar gegeben, oder erft durch Rechnung zu beſtimmen feyn. 
Nimmt man Alfo num diefe Relation felbft zu Hülfe, damit die Größe 
y als eine Sunction von x angefehen werden Fönne, fo werden jene 
Sntegralausdrüde auch beftimmte Werthe erhalten. 


Aufgabe a. 
$. 119. Wenn die Sunction ® außer den Veränder: 
lihen x und y und ihren Differenzialwertben p, q, 
r, s, x. audh noch den Sntegralausdprud u= Svdx ent- 
halt, fo daß das Differenziale derfelben die Form 
erhält: 
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dB = Ldu + Mdx + Ndy 4 Pup + QAIg+ Rir-L ir. 
wobey 

ivamdstndytpdptgdgträr-t. .. 
it, wenn ferner V irgend eine Function der Größen 
x, Y, Pr g, r, ⁊c. und ber Integralformel v= /Rdx 
ift, fo daß | 
dV=Ldv-+ Mdx + Ndy-+ Pdp + Qdgq + Rdr-+... 
wird; die Variation der Sntegralformel /Vdx zu 
finden. - 

Auflöfung. 

Nach der Aufgabe 9 finden wir fogleich die Variation des Inte⸗ 
gralausdrudes „Wdx = v; denn werden die Oränzen der Integras 
tion feftgefeßt, und das Integrale /Ldx—= J fo genommen, daß 
ed für den Anfang der Integration verfchwindet, für das Ende ders 
felben aber ISA wird; fo fege man Kürze halber 

N+A—-Yı=M 
PrA—-Ip=P 
2A Iyı=Nn 
ꝛe. 
ſo wird man nad) der Auflöfung jenes Problemes erhalten: 


’d ’d 
Sy um Vöx + Sdx [v.+3 tetaete 


wenn a == öy — pödx gefeßt, und dx conflant genommen wird. 
Da nun aber S/Vdx gefuht wird, fo wird man, weil 
s/Vdx = Vöx + /[dx5V — dVör] 
it, wenn Kürze halber 
| dV=Ldvr-+dW und 5V=LöV + 5W 
geſetzt wird, damit man 
aW = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq +-Rdr +... 
erhält, finden, wie wir a. a. O. gefehen haben: 
öfVdxo Vöx a | 
+ 0 [No + Stat] 


Werden Bier für dv und öv die fo eben gefundenen Werthe fub: 





ee 0 um 
Rituit, fo wird man erhalten: 
dsdr—Ardımdr/as| Mu Zt da DE Hat] 





dx? 

Nun fepe man /LAxE I, fo wird man, wenn das Integrale 
fo genommen wird, daß ed im Anfange der Integration verſchwindet, 
am Ende derſelben aber I=A wird, haben: 

' JL [dxöv— dröx) = 


= San dr[ me + + tet] 


Man fubflituire nun für MW, Pr, Q/, RR, ꝛc. wieder bie oben 
angenommenen Werthe, und febe, um die Rechnung abzufürzen: 
N+A—-DR+A-HDA—- Yı=M 
P+A—-DP+A-HA—-Yr=P 
"+A—-DA+A—-DA-Yı=d 
RFA—DHDR+A—-DA—-Ir=R 
u. mw 
fo fieht man ein, daß die gefuchte Variation folgende feyn werde: 
ayVYax= Vor sd [| mo 44 4er]. 
Diefe Formel wird durch fernere Entwidelung auf denfelben 
Ausdruck gebracht, welchen ich gegen da8 Ende der Aufgabe g (F. 110) 


dargeftellt habe, weßhalb es alſo überflüffig wäre, denfelben hier 
nochmahls beyzufegen. 








Zuſatz ı. 
$. 120. Es ift alfo hier der Integralausdrud (Vdx, deffen 
Variation wir angegeben haben, fo befchaffen, daß nicht allein die 
Tunction V die Integralformel (WB dx enthält, fondern daß auch diefe 
Function V einen andern Integralausdrud /v dx einfchließt, wo aber 
die Function v weiter feine Integralformel mit fich führt. 


Zufatz 2 
$. 121. Wenn aber auch diefe Zunction v noch einen Integral: 
ausdruck enthält, fo ift hinreichend Flar, wie man dann die Auflöfung 
einrichten müffe, wenn nämlid) die Werthe N’, P/, Q/, R’, ıc. auch 
‚noch Theile aufnehmen werden, die von dem letzten Integralausdruce 
abhängig find, 
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Anmertung. 


F. 122. So verwidelt demnach die Integralformel /Vdx auch 
ſeyn mag, fo find dennoch die bisher erflärten Vorſchriften zureichend, 
die Variation desfelben aufzufinden, wenn auch die Zufammenfegung 
unendlich wäre. Da alfo alle Ausdrüde, welche zwey Veraͤnderliche 
enthalten, deren Variationen aufzufinden find, entweder von Inte: 
gralformeln frey ſind, oder deren eine oder mehrere enthalten, und 
mögen diefe einfach oder wie immer zufammengefeßt feyn, fo glaube 
ich diefen Theil der Variationsrechnung, welcher fich mit zwey Varia⸗ 
bien befchäftiget, hinreichend deutlich und vollftändig aus einander ges 
fept zu haben, fo daß faum etwas zu wünfchen übrig bleiben dürfte. 
Sch gehe deßhalb zu den Formeln, welche drey Veränderliche enthalten, 
über, und zwar zuerſt zu folchen, bey welchen angenommen wird, daß 
ihre Relation durch zwey Gleichungen beſtimmt werde, fo daß zwey ' 
Veraͤnderliche gleichfam als Functionen der dritten Wariablen anges 
feben werden koͤnnen, diefe doppelte Relation mag entweder bekannt, 
oder aud der Natur der Variation felbft aufzufinden feyn. 
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Kapitel V. 


Don der Variation der Integralformeln, welche drey Veränder⸗ 
liche mit ſich führen, und eine doppelte Relation enthalten. 


Aufgabe 12 
(. 123. W.n irgend eine Formel, die die drey 
Veränderlichen x, yund z mit ihren Differenzialien 
von was immer für einem Grade enthält, gegeben ift, 
die Variation derfelben, weldhe aus den Variationen 
aller drey Veränderlihen entfpringt, zu beftimmen. 


Auflöfung. | 
Sey W diefer vorgelegte Ausdrud und man, fuche zuerft den 
geänderten Werth W-5W, welder enıfteht, wenn flatt der Der: 
änderlihen x, y, z ihre geänderten Werthe | 


. xt öx, y+öy, 2 4 ödz 
gefegt werden, und auf ännliche Art für ihre Differenzialien 


dx + döx, dy 4 döy, dz + döz, 

u.f. w. Zieht man nun von diefen geänderten Werthen den Ausdruck 
W felbft ab, fo wird die Variation 5VV desfelben als Reſt bleiben. 
Man fieht daher ein, daß diefe Variation durch die gewöhnliche Diffe: 
renziation erhalten werde, wenn man nur flatt des Differenziations: 
zeichens d, das Variationgzeichen 5 fchreibt. Es wird gut feyn, zu 
bemerfen, daß, wenn man die Variation der Differenzialien nehmen 
muß, es gleichgültig fey, an welche Stelle zwifchen die Differenzia- 
tionszeichen dad Variationszeichen 5 gefeßt wird, wie wir bereits oben 
erwiefen haben. Man wird Daher das Varictionszeichen immer an die 
legte Stelle fegen Fönnen, welches, wenn wir zu der Sntegralformel 
übergehen wollen, am bequemften zu feyn fcheint, wie zur Genüge 
aus dem erhellt, was wir biöher von den Sintegralformeln mit zwey 
veränderlichen Größen gelehrt haben. 


Zuſatz ı. 


F. 124. Weil z eben fo gut wie y ald eine Function von x. an 
gefehen werden kann, fo wird man, wenn 


4 
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d dz 
| =» und Fe p 
fegt wird, erhalten: 
_döy—pdßx döz — pdßx 
u 3 — 


d auf aͤhnliche Art weichen auch die hieraus abgeleiteten Formeln 
n den obigen nicht ab. 
. 3ufag = 
$. 125. Seben wir \ 
ösy— psx=o md döz— pyox—=mW, 

werden wir erhalten: 

döy — pdöx — qdssr—=do ud 

döz — pdöx — adxöx—=dmw, 
nn wir ‚nämlich 


dp dp 
4, I und 1,” q 
en, woraus erhellt, daß 
\ d dw 
6p — 40x 75 und sp — göxm —— 
n werde. 
Zuſatz 3. 
G. 126. Gegen wir ferner 
dq ‚da _,, dr _ de __ 
dx "3 dx 3; mm m u. ſ. m 
verden wir, wenn dx conſtant genommen wird, erhalten: 
d? dw 
sg—rı=\; ey — rsx =. 
d’o ds w 
or — sox 75 oͤr — dx ⸗ 75 


ſo weiter fort. 


Anmerkungnu. 


F. 127. Es mag alſo der zu varüirende Ausdruck einen endlichen 
° unendlichen oder verfchwindenden Werth haben, fo wird man im» 
mit Hülfe diefer Vorfchriften die Variation deöfelben eben fo wie 
ı finden Fönnen, denn diefe Regeln weichen von den. obigen 
fuler's Integrafrechnung. II. Bd. j 29 
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nur darın ab, daß bier Differenzialwerthe zweyerley Art, von denen 
die einen durch die Inteinifchen Buchftaben p, q, r, s, u. ſ. w., die 
andern aber durch die deutfhen Buchſtaben p, q, 8, 8, ... amges 
zeigt find. Der Grund hiervon liegt darin, daß bier jede der beyden 
Veränderlihen y und z ald eine Zunction von x betrachtet werden 
fann. Würde aber zwifchen den drey Coordinaten nur eine einzige 
Sleihung gegeben oder gefudht, fo würden die hier eingeführten Buch- 
fiaben p und p feine beftimmten Werthe erhalten, indem ohne Beein- 


trächtigung jener Gleichung, die Brüche * und = allerdings alle 


möglichen Werthe annehmen fönnten. Läßt man aber diefe Buchftaben | 


weg, und behält die Differenzialien felbft in der Rechnung bey, 
fo wird auch für dieſen Sal die in der Auflöfung erflärte Segel die 
Variation geben. 


Unmerfung 2 


$. 128. Ich habe fchon oben bemerkt, daß man diefen Sal für 


drey veränderliche Größen, deren Relation durch eine zweyfache Glei⸗ 
hung beflimmt wird, von jenem alle, wo die Relation durch eine 
einzige Sleihung beftimmt angenommen wird, forgfältig unterfcheiden 
müſſe. Über dieſen Unterſchied verbreitet die Geometrie das hellſte 
Licht, wo die drey Veränderlic;en drey Coordinaten bezeichnen. So 
viele veränderliche Größen muß man in der Rechnung nicht allein dann 
gebrauchen, wenn man fich mit den Slächen befchäftiget, fondern auch 
in dem Falle, in welchem man irummıe Linien, die nicht in derfelben 
Ebene liegen, unterſucht. In diefern legtern Falle erfordert die Ves 
flimmung einer Curve zwey Gleichungen zwifchen den drey Coordinaten, 
fo daB je zwey derfelben ald Sunctionen der dritten angefehen werden 
können. Die Natur einer Kläche aber wird ſchon durch eine einzige 
Gleichung zwifchen den drey Coordinaten beftimmt, fo daß eine jede 
derfelben als eine Function der beyden übrigen betrachtet werden fann, 
woraus der bedeutende Unterfchied in der Behandlungsweife hervorgeht. 
Das gegenwärtige Kapitel wird fich alfo mit der Auffuchung felcher 
krummer Linien befhäftigen, welche nicht in derfelben Ebene liegen, 
und denen die Eigenfchaft eines Marimums oder Minimums zukömmt. 


Aufgabe ug. 
F. 129. Die Variation des Integralausdruckes 


/Vdx zu finden, wenn V irgend eine Function ber | 
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drey Veränderlibenx, y, z bezeichnet, und überbieß 
ihre Differengialien irgend einer Ordnung enthält, 
und wenn jene VBeränderlihen was immer für Varia 
tionen erleiden. 


Auflöfung. Ä 
Mögen auch was immer für Differenzialien in der Function V 
erfcheinen, fo werden diefelben durch die Gubftitutionen 
dy=pdx, dp=gdx, dq=rdx, drz=ssds, ı. 
dz=pdxı, dp=gdx, dg=rdx, dr= ddx, ꝛe. 
wegfallen, und die Größe V wird als Function der endlichen Größen 
x, Ye 2: Pı Jı Tr 8, 2%, p, q, r, 8, 20. erfcheinen. Das Dif- 
ferenziale jenes Ausdrucks wird daher folgende Form annehmen: 
dV=Mdx + Ndy+Pdp-+ Qdq + Rdr+- Sds-+ ... 
4 Ndz + Pdp + DdIg + Rir + Sdd-+... 
Werden daher die Differenziationszeichen d mit 5 vertaufcht, fo 
wird man zugleich die Variation 5N erhalten. Den oben erwiefenen 
Principien gemäß wird man auch für diefen Fall dreyer Beränders 
lihen erhalten: 
s/Vdx = /(Vdöx + dx5sV) = Vöx + S(dx5öV — dYVöx) 
und nach gehöriger Subflitution findet man die Gleichung 


gsav—avs — Möx + Nöy + Pöp + Qöqg-+Rör+... 
NZ + Pöp + Qsg+Kör-... 


— Möx — Npösx— Pqöx— Qröx— RBsöx—... 
— Npox — Pqſx—-Qrôx — Nix—... 
Wenn wir nun Kürze halber ſetzen: 
sy — pix=o md öz — pox — w, 
woben das Element dx conftant genommen wird, fo erhalten wir nad) 
$$. 125 und 126: 





do dw 
pP — gr ni pP — 40x 7 
dꝛ2 dr w 
öq — 76x5 * 77 sg — rox 77 
d3o de w 
er — som nz, dr — Böx= 75 
u. fe m 
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Es wird ſch daher die geſuchte Variation bequem auf folgende 
Art ausdruͤcken laſſen: 
Pdo |, Qd2o | Rd’w 


va Vox + ya Na dx +92 dx? — —— "Is + 
öf x Öx JS x Ä d nd Rdsw 
te tat 


welcher Ausdruck eben fo, wie oben, auf folgende Form gebracht wird: 
a Ela: = _ ni + rm — 
+na[n-7+ = atmen] 
HVste[P-n tot: J 


rom t w IE, — —+ m _ ** +... 


Hefe 4] 
ta: + m. ] 
z[r — —* .] 


d2m dS 
+72 | — dt 0 | 


d3o 











ml —...) 
+45 [8 . ] 


Die Natur diefes Ausdrudes erhellt aus dem Borhergehenden 
zur Genüge, und rückſi chtlich der Beyfügung einer conftanten Größe 
gelten diefelben Bemerkungen. 


Zuſatz u. 


$. 130. Bey diefer Auflöfung werden die beyden Veränderlichen 
y und z ald Bunctionen von x angefehen, die entweder ſchon befannt 
find, oder Die .erfi aus der Natur der Variation, beftimmt werden müf: 
fen; und es würde der Integralausdruck /Vdx auch feinen beftinmten 
Werth erhalten, wenn man fich nicht vorftellen würde, daß fowohl y 
als z durch x beſtimmt werden. 


3ufaß 2 
$. 131. Iſt die Formel Vdx für fich integrabel, fo Fann, wenn 
zwifchen den drey Veränderlichenx, y, z feine Relation feftgefebt wird, 
Die Variation des Sntegralausdrudes /Vdx auch Feine Integral« 
formeln enthalten, und daher müfjen nothwendig folgende Gleichungen 


beſtehen: 


dP, d&Q dB, ds 
"raten mem 
dd, da UR, 6 _ 
tra * 
Zuſatz 3. 


F. 132. Umgekehrt, wenn dieſe beyden Gleichungen Statt fin⸗ 
den, ſo wird dieß ein ſicheres Kennzeichen ſeyn, daß die Differenzial⸗ 
formel V dx für ſich die Integration zulaͤßt, wenn zwiſchen den Ver⸗ 
änderlichen Feine Relation feitgefebt ift. 


Beyfpiel. 

$. 133. Um diefes Kennzeichen noch näher zu bes“ 
leuchten, wollen wir eine folche, für fich integrable 
Sormel annehmen, und es fey 





zdy _pz 
var 
ſo erhält man: 
— 7 Pp* P 212224 0) 
‚= +,r„ xp? 


Durch Differenziation dieſes Ausdrudes finden wir. N= 0, und 
— 27 I zq, _ı 
— Q — ferner 











*75 x xp’ 

Dee 

p= 2, 1400 m 
A 


Sür die erfte Sleihung muß nun wegen N=o werden: 


dP, &Q _ dQO _, 
F 5* 0 ober pP — >. = Const., 
wovon man fich fogleich Durch die Differenziation von Q überzeugt. 
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Für die andere Gleichung wird: 


Ip, dan 
urmnmt 


und weil man hieraus 
an 


/Ndx = Ir 


findet, fo muß zuerft folgender Ausdrud integrabel feyn : 


d 
Nax — — pdx x 


xp ’ 
und daher wird, weil gdx == dp it, offenbar 


— P 
SNAx = ip" 
Es wird demnach) nur noch das Beſtehen der Gleichung 





Te zq 22P4 p 
er Nut —— 





erfordert, und durch Differenziation des Ausdruckes Q — * zeigt 


ſich, daß jene beyden Größen wirklich vollkommen gleich find. 


Anmerfung ı 


$. 134. Wenn es fid) demnach darum Bandelt, der Integral⸗ 
formel /Vd x einen größten oder Fleinften Werth beyzulegen, dann 
muß man vor Allem in der Variation derfelben beyde Sntegraltheile 
und zwar jeden für fich gleich Null fegen, befonders weil, fo viele Va— 
riationen auch genommen werden mögen, die Variation $5/Vdx immer 
verfchwinden mob und dadurch ergeben fich die beyden Gleichungen 


dꝛ ds 8 
F — - -. . . S0, und 


de Q d’R da S 
= +32 — ss TF— =" 


dx? 


wodurd) ifen den drey Veränderlichen x, y, z die Relation fo 
ausgedrückt wird, daß dann ſowohl yals z wirflich ald eine Function 
von x angefehen werden kann. Sind aber diefe Sleichungen Differen- 
zialgleichungen, und zwar von einem höhern Grade, dann werden bey 
jeder derfelben durch Integration eben fo viele willfürliche conftante 
Größen in die Rechnung verwebt, vom wie vieljten Grade jede der 
beyden Differenzialgleichungen ift. Diefe Conftanten müffen aber dann 
fo bejtimmt werden, daß den Bedingungen, welche fowohl für den 
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Anfang als das Ende der Integration des Ausdruckes /Vd x vorges 
fhrieben find, Genüge gefchieht, welche Rechnung darauf hinausgeht, 
daß auch die abfoluten Theile der NWariation auf Null redueirt werden. 
Es muß naͤmlich zuerſt die Conftans fo beflimmt werden, daß den für. 
den Anfang vorgefchriebenen Bedingungen Genüge geleiftet wird, wos 
vey der Natur der Frage gemäß die Meinen Theilchen 
du dw do de w 
“,Wı dı’ ds’ de’ dx’ 

gewöhnlich beftimmte Werthe erhalten. Da aber dasfelbe gegen das 
Ende der Integration gefchieht, fo werden aud den einzelnen PWerthen 
die durch Integration eingeführten Conftanten. beftimmt werden, 


ꝛe. 


Anmerfung 2 


F. 135. Es wird gut feyn, hier zu bemerfen, daß die Glieder, 
durch welche die Variation 5/V dx ausgedrüdt wird, von felbit in 
zwey Claſſen zerfallen; in einer derfelben erfcheinen bloß jene Buch— 
ſtaben, welche ſich auf die Veränderlichfeit von y, oder auf ihre Form 
in Bezug auf x beziehen, und zwar fo, ald wenn die Größe z conftant 
genommen wäre; in der andern Claife aber kommen die ähnlichen, bloß 
von der Veränderlichfeit von z abhängigen Buchflaben vor, wobey y 
gleihfam als eine conftante Größe erfcheint. Hieraus Fanı man nun 
folgern, daß, wenn noch eine vierte Veränderlihe v hinzufömmt, 
welche ebenfalls als eine Function von x angeſehen werben kann, dann 
zu jenen: zwey Claſſen noch eine dritte beygefügt werden müffe, welche 
die ähnlichen, bloß von der Veränderlichfeit von v abhängigen Glieder 
enthält. Man kann daher die hier gegebene Auflöfung fo anfehen, ald 
erſtrecke fie jich auf beliebig viele veränderliche Größen, wenn man ſich 
nur zwifchen denfelben fo viele Gleichungen ald gegeben denkt, daß fie 
ſaͤmmtlich ald Functionen einer einzigen Veränderlichen betrachtet werr 
den Pönnen. Obgleich fich alfo diefes Kapitel bloß mit drey Veraͤnder⸗ 
lichen befchäftiget, fo muß man fich dasfelbe dennoch auf beliebig viele 
Variable ausgedehnt denfen, wenn nur folche Bedingungen vorgelegt 
werden, daß endlich durch eine einzige Veränderliche alle übrigen be- 
ſtimmt werden: eine ſolche Bedingung aber enthalten nothwendig die 
Sintegralausdrüde von der Sorm SV dx; denn fo viele Veränderliche 
auch in der Größe V erfcheinen mögen, fo fann der Ausdruf /Vdx 
“allerdings nur dann einen beftimmten Werth erhalten, wenn alle Vers 
änderlichen als Functionen einer einzigen Veränderlichen x angefehen 
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werden fönnen. Ganz anders aber-verhält es fich mit jenen Sntegral« 
formeln, welche fich auf zwey oder mehrere Veränderliche beziehen 
die, durchaus nicht von einander abhängen. 


Aufgabe ı4 
$. 136. Wenn die Function V außer den drey Ver: 
änderlihenx, y, z und ihren Differenzialien irgend 
eined Grades, auch noch den Integralausdrud 
v=/2dx 
enthält, wo ®B irgend eine Sunction berfelben Ver: 
Anderlihenx,y, z und ihrer Differenzialien bezeich— 
nen mag, die Variation des Integralausdrudes Vdx 
aufsufinden. 
Auflöf.ung. 
Damit die Differenzialien zum Scheine wenigftend aus der Rech⸗ 
nung verfhwinden, feßen wir wie früher | 
dy=pdx, dp=gqds, dg=rdx, dr=sdx,. ıc. 
dz =pdx, dp = gdx, dq — rdx, dr=ddz, ı. 
und duch Differenziation der Function V fol man erhalten: 


dV=Ldv-+ Mdx-+ Ndy-+ Pdp + Qdgq + Rar-+... 
+ NdzZ + Pap + QAdg+ Rdır... 


. dann aber fey, weil dy %dx if: 


a8 = Mdx - Ndy-+ P’dp-+ Q’/dq + Rdr-+... 
+ Wdz + Pedp + Ddg +-Wdr +... 
wobey ih, wegen Mangel an Buchftaben, die nämlichen, durch einen 
Accent unterfchiedenen Fettern gebrauche. Hieraus ergeben fich aber 
zugleich die Variationen derfelben Größe V und V. Da man nun 
die Variation 5 /V dx fucht, fo werden wir zuerft wie früher erhalten: 
ö/Vdx = Vöx + /(dxöV — dVöx), 

und da hier der Werth von V von dem vorhergehenden bloß dadurch 
verfchieden tft, daß bier zu dem Differenziale d V desfelben noch der 
Theil Ldäv= LBdx hinzukömmt, und zu der Variation 5 V noch 
der Theil Löv—=Lö/WVdx; fo wird auch die gefuchte Variation 
ö/Vdx durd) die früher gefundene Form ausgedrückt werden, wenn 
man derfelben nur noch folgendes Glied zufeßt: 

SL [dxs/Bdx — VBdxöx] = /Ldx (5/Bdx — Vöx). 
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Beil aber der Integralausdruck VPadx derſelbe iſt, welcher in 
den: vorhergehenden Probleme behandelt wurde, fo werden wir, wenn 
wir, wie am angeführten Orte geſchehen ift, 

öy— pöx=uw und dbz — pyöox=» 
ſetzen, und das Element dx tonftant nehmen, erhalten: 
N tat 
‚43 
Yu — Fr 

Setzen wir nun das Integrale /Ldx =I, indem wir dasfelbe 
fo nehmen, daß ed für den Anfang der Integration verfchwindet, dann 
aber für die andere Gränze der Integration I=A wird, fo werden 
wir auf diefe Art für.die ganze Ausdehnung der Integration finden: 

P’do 'd’o 
jvo+ ir +% 22 +... 

-P’dw ‘dm 
(MH ++. 

Nun führen wir folgende Abfürzungen ein: 

N+A-DN=N; RN +A—DW—M 

P+@A-DP=P; P+U-Dy=P 

"+A-D07=09; A +A-DU—=X 

R+HA—DR=R; R+A—DR—=R 

x. ꝛc. 
und es iſt einleuchtend, daß die geſuchte Variation auf folgende Art 


ausgedruͤckt werden Fönne: 
Podo au ı Rodeo _ 
0 
N + dx II" dx? Ass “ 


SVdx — VBöxr = dr 








ST.dx (5/Bdx — VBöx)—=/(A—T)dx 








syVdx = Vöx + /dx nn an ln m 
dx dı? dı3 
welche auch, wie früher, auf folgende Form gebracht werden kann: 


dr dQe_deme | dis 
/VYdr= + fodı (m — + -5 +7 —- 


dꝛQo d3 Ro da S S⸗— 











—— dx 77 — 475— dx 
+ d?Ro .. 43 So 
+ vox+ “(Pr — dx di — —— Ist. 


u BR ds S 


* Const. + w (m — 4 + 7= "Ir amt. 
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a (ten) 
+ atmen) 


+7 &—..) 


oben beygefügt haben, floßen wird; denn dieſes Zeichen bedeutet feinen 
Erponenten, fondern ed wird bloß gebraucht, um diefe Buchitaben von 
denfelben Leitern ohne Zeichen zu unterfcheiden. 


Zuſatz 2. 

F. 137. Wenn alſo der Integralausdruck / Vd x einen größten 
oder kleinſten Werth haben ſoll, ſo muß man ſogleich die beyden erſten 
Glieder der Variation gleich Null ſetzen, wodurch zwey Differenzial⸗ 
gleichungen zum Vorſcheine kommen, mittelſt welchen die unbeſtimmte 
Relation jeder der Veränderlichen y und z zu x ausgemittelt wird. 


3ufaß 2. 

9. 138. Obgleich Hier die Bedingungen, welche etwa für den 
Anfang und das Ende der Integration vorgelegt werden, noch nicht 
berücfichtiget find, fo liegt dennoch diefe Ruͤckſicht ſchon in der Rech» 
nung, weil die Buchſtaben I und A auf die Graͤnzen der Integration 
fi beziehen. Indeſſen verfchwinden jene Bedingungen bey der Bes 
handlung der Differenzialgleichungen wieder aus der Rechnung; denn 
während der Sutegralausdruf SLdx=1I weggefhafft wird, fällt 
auch die conftante Größe A weg. 


. 3ufaß 3. 

F. 139. Hat man diefe zwey Differenzialgleichungen aufgelöft, 
und zwar ganz allgemein, damit eben fo viele willfürlihe Conſtanten 
in die Rechnung gebracht werden, wie viele Sntegrationen ausgeführt 
werden müßten, dann erft muß man die Bedingungen für beyde Graͤn⸗ 
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zen der Integration der Formel (Vdx berückſichtigen, u wenn nämlich 
jene Conftanten aus den übrigen vollendeten Gliedern der Variation 
beflimmt werden müffen. 


Anmerkung. 

F. 140. Die Auflöfung diefed Problemes ift fo .befchaffen, daß 
man nun deutlich genug fieht, wie man die noch zufammengefepteren 
Sormeln behandeln müffe; wenn z. B. die Function V mehrere Sntes 
gralformeln enthält, oder wenn auch die Function B neue Integral« 
ausdrüde umfaßt. Ja man fieht nun auch ein, wie die Variationen 
aufzufuchen find, wenn folche Integralformeln mehr ald drey Ders 
änderliche enthalten, und es würde nicht allein unangenehm, fondern 
auch überflüfjig feyn, wenn ich diefen Gegenfland noch weiter verfol: 
‚gen wollte. Ich gehe alfo zu dem zweyten Theile diefer Theorie, weis 
cher weit mehr Schwierigkeiten darbiethet, über, wo, wenn die Ne: 
lationen zwifchen den Veränderlichen feitgefegt find, noch zwey oder 
mehrere von einander ganz unabhängige Variablen in der Rechnung 
erſcheinen. 


/ 
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Kapitel VI 


Von der Variation der Differenzialformeln, welche drey Ver⸗ 
änderliche enthalten, deren Relation durch eine einzige Gleichung 
ausgedrückt wird. 





Aufgabe ı5. 
$. 141. D.. Bariationen der Differenzialfor: 
meln des erften Grades 


dz 
= (5) m er =(%) 
su beffimmen, wenn eine Sleihung zwifchen den drey 


 BVeränderlihen x, y und z gegeben ift, denen was im— 
mer für Variationen dx, öy, öz beygelegt werden. 
 Anflöfung. | 

Da wir annehmen, daß eine einzige Gleichung zwilchen den 

drey Beränderlichen gegeben fey, fo kann jede derfelben als eine Func⸗ 


tion der beyden andern angefehen werden. Es wird alfo z eine Fune⸗ 
tion von x und y feyn, und ed muß hier erinnert werden, daß der 


Ausdruck (£) = p dad Berhältniß der Differenzialien von z und x 


bezeichne, wenn in jener gegebenen Gleichung diefe Größen allein als 
veränderlicdy behandelt werden, die dritte y aber als conftant angefehen 


wird; eben dieß gilt auch bon der andern Formel p/’ = (5) . Auf 


ähnliche Weife fönnen auch die Variationen 5x, Sy, dz felbit als 
unendlich Fleine Functionen der beyden Veränderlichen x und y betrachtet 
werden, weil, wenn fie aud) von der dritten z abhangen würden, dieſe 
felbft eine Function von x und y ift, und man erfennt hieraus zugleich 
die Bedeutung der Ausdrüde 


(u): 2), und eben fo 
(>); 2) um er), (2). 


Da alfo 











ts 
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der geaͤnderte Werth des Ausdruckes (2) = p ift, wenn nämlich 


die Veränderliche y conftant genommen wird, fo findet man, wenn 


diefe Bedingung feftgehalten wird :- 
dz + döz döz dzd$x 
ptrö?= — )* 24 dx dı ) 
weil die Variationen 5x und 5z gegen x und z verſchwinden. Wegen 


2) = p wird alfo die rue Variation ſeyn: 


döz döz döx 
=) =) re 
Die —8 dieſer Yusdrie ift ei fih Far, indem fowohl 


öz als auch öx Functionen von x und y find, und y hier conflant ge: 
nommen wird. Auf ähnliche Art wird man aber erhalten: 


= (3 =) _ (2), 
wo nun die Veränderlihe x als conftant angefehen wird. 


3ufaß ı. 
$. 142. Es ift alfo hier alles auf die beyden Veränderlichen 
x und y zurücgeführt worden, und ald Sunctionen derfelben erfcheinen 
nicht bloß die dritte Veraͤnderliche z, fondern auch alle drey Variatios 
nen öx, 5y, 5z, daß aber diefe drey Veränderlichen beliebig mit 
einander vertaufcht werden können, ift einleuchtend. | 


Zuſatz = 
$. 143. E8 ift hinreichend, diefe beyden Sormeln für die Diffes 





renzialien ded erfien Grades zu gebrauchen, weil die übrigen auf diefe 


ſich zurückführen laſſen; wenn nämlich 
dx L, dy 
- dr p iz 


ift, wo p und p/ Ganctiosen der beyden Größen x und y bezeichnen. 


Zuſatz 3. 
6. 144. Hat man alfo die Wariationen der beyden Ausdrüde 


= (2) wre) 


8 
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gefunden, fo wird man auch hieraus die Variationen der übrigen ‚ eben 
erwähnten Formeln ohne Schwierigkeit auffinden koͤnnen, denn man 
wird erhalten: 


ee Ch) +jch 
(dee) +5) 
5 T)- HET “) 
+2 : (T)- 








kamsetung 1. 


$. 145. Ich bemerke bier vor Allem, daß die Differenzialformeln 
nur dann einen beflimmten Werth haben Fönnen, wenn zwey Differen- 
zialien fo mit einandet verglichen werden, daß die dritte Wariable, 
wenn deren drey vorhanden find, oder alle übrigen, wenn mehrere 
vorfommen, alß conftante Größen erſcheinen. So Hat in dem Kalle, 
in welchem zwifchen den drey Veränderlichen x, yund z eine einzige 
‚Sleichung gegeben, oder wenigftend ald gegeben gedacht wird, die 


Formel (3 1) durchaus Feine Bedeutung, wenn nicht die dritte Vers 


änderlihe y conftant genommen wird, und diefe Bedingung pflegt 
man dadurch anzudeuten, daß man jenen Ausdruck in Klammern eins 
ſchließt, obgleich) man dieß ohne Anftand außer Acht laſſen Fönnte, weil 
fonft der Ausdrud nicht einmahl eine Bedeutung haben würde. Um 
dieſes noch deutlicher zu zeigen, ſey irgend eine Sleichung zwifchen den 
drey Veränderlihen x, y und z gegeben; aus diefer denfe man fich 
den Werth von z beftimmt, fo daß z einer gewillen Bunction von x und 
y gleich wird, und durch Differenziation derfelben fol man erhalten 
dz = pdx +4 p/’dy, wo p und p’ wieder gewille Sunctionen von 
x und y ſeyn werden, und zwar folde, daß die Gleichung 


= 


Statt findet. Nimmt man nun y conftant, fo wird 
dz=pdx dr p= (z ), 


wird aber x als unveränderlich angeſehen, fo wird p = (2) . 68 
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iſt aber auch einleuchtend, daß, wenn y conſtant genommen wird, 
dy 
dx 
drüde auszufchließen, wenn fowohl y als auch die Variativnen dx, 
öy und 5z als Zurictionen von x und y dargeftellt werden, 


= —E fon werde, und ed wird zweckmäßig feyn, derley Aus⸗ 


nmerfang 3. 


F. 146. Diefer Gegenftand wird durch die Geomettie noch weit 
mehr aufgeklärt. Denn ed mögen unfere drey Variablen x, y, z die 
drey Coordinaten AX, XY, YZ (Fig. 4) bezeichnen, fo wird die 
zwifchen denfelben vorgelegte Gleichung irgend eine beflimmte Zläche 
angeben, in welcher fi) die Ordinate YZ=z endigen wird, und 
die in der That als eine beflimmte Function der beyden übrigen Varia» 
bien AX = x und XY es y angefehen werden Fann, fo daß, wenn 
die beyden Eoordinaten x und y nach Belieben angenommen werden, 
die dritte YZ=z aus der vorgelegten Gleichung beftimmt wird. 
Denfen wir und nun irgend eine andere Fläche, welche von: diefer uns 
endlich wenig abweicht, und vergleichen diefelbe mit der lehtern, fo 
daß jeder Punct z derfelben mit einem Puncte Z der gegebenen Släche 
‚ verglichen wird, fo jedoch, daß dad Intervall Zz immer als unendlich 
Hein erfcheint, fo werden die Variationen fo dargeftellt werden, daß 
man erhält: 

ösxwm Ax— AX = XX, 

öy= xy — XV und 

oz yz — TYZ, 
und da diefe Variationen gang unferer Willkür überlaffen find, und 
auf Feine Weife von einander abhängen, fo Fönnen fie auch ald Func⸗ 
tionen der beyden Veränderlichen x und y angefehen werden, und zwar 
fo, daß feine von den übrigen abhängt, fondern jede derfelben nach 
‚Belieben angenommen werden fann. Man fieht hieraus auch ein, 
‚daß, weil die nächfte Fläche von der vorgelegten verfchieden Non muß, 
keineswegs die Gleichung 


öz = pöx +4 p/öy 
Statt finden werde, wenn für die vorgelegte Fläche 

dz = pdx 4 p’dy 
ift, denn fonft würde der Punct z in eben diefer Fläche ſeyn, weßhalb 
die drey Zunstionen von x und y für die Variationen x, öy und dz 


mu /,04 - wm 
dierdinge ſo Befeaffei ſeyn muſſen / baß Die oleidang 
du —ıpöxr + pdy 

| nicht GStatt findet, ſondern vielmehr von dieſem Werthe wie immer 
abweiche, wobey vorzüglich zu bemerken iſt, Baß Diele Functlenen fo 
ausgedehnt ſeyen, daß fie die discontinuirlichen nicht auoſchließen, und 
fogar die Variationen bloß in einem einzigen Puncte oder wenigftend 
in einem fehr Pleinen Raums beliebig angenommen ‚werden koͤnnen. 
Mm. aber hier. jeden Zweifel zu befeitigen, zinß man wohl bemerken, 
daß Daraus, daß wir = als eins folche Function von x und y ungen 
Dep 





ds = pdx -pfdäy ee 
wich, leiaeswegs bie Gleichung I | 
.. öz2 = pöx -I- p/öy 


wefolgert werden koͤnne, wie wir oben angenommen haben, Hefonders 
"weil wir hier der Groͤße = eine eigene, vom den Variationen von x und 


ram unabhängige Variation bengelegt Baden. N 


tn Aufgabe 

$. 1a. Wenn eine — wifchen den drey 
Veraͤnderlichen x, y, z gegeben wird, welchen was im 
mer für Variationen 5x, öy, dz beygelegt werden, 
die Variationen folgender Differengiolformeln des 
sweyten Graded aufzuſuchen: 


ı= 12); T =(65) ® und gi = G 


Au f Iöfung. | 
Hier wird z wieder ald eine Zunction von x und y betrachtet, 
von welchen auch die drey Variationen 5x, 5y, 62 Functionen find, 
die aber auf Feine Weife von einander abhängen. Weil wir im vor: 
bergehenden Probleme 


= (&) m r=(@) 


gefeßt haben, fo werden wir mit Hülfe diefer Formen erhalten: 
dp dp‘ _ für 
= — = 2) = (F und q’ = * ‚ 
und bier muß man die Variationen 5p und öp‘ berüdfichtigen, für 


’ ‘ 


— 46055 m 


welche wir gefunden haben : : 


- (2) — (ii 23%) und pr — (22) — (2): 


unterwerfen wie alfo diefe der Rechnung auf ähnliche Art, fo finden 


wir erftlich 
ı( dö =), 


dd . u: 
wo ( T:) gefunden wird, wenn man Sp differenzirt, indem man / 
eonftant nimmt, und das Differenziale durch dx dividirt, wodurch ſich 


— 
d?6z d2 d2öx 
(2) = ( 1 )- (2) — P{(7) wegen 


ı=(F), 








woraus wir folgern:: 
). 
Auf dieſelbe Art wird man wegen = R 2) erhalten: 
- Ä 69 (7) — gq (7 7) oder 
CHETE DEI EIc>} 


und daher 
d 5 x (I =) - (I ) 


d?2öz 
sy an)” 

Behandelt man aber den andern Werth q’ = 2) auf aͤhn⸗ 

liche Art, fo gibt dieſer 


30! () (2) - d2öy 
I= (=) — ). 


Die Abweichung dieſes Werthes von dem ion. führt eine Uns 
bequemlichfeit mit fich, die wir bald genauer unterfuchen werden. Aus 


x d ⸗ 
der dritten Formel q’ = we aber er man: 
d?öz d?öy 


Euler's Integralrechnung. EL vd. 30 




















Xumertung . er 
. 1480. Wenn 1 den ng dm en ri an 
20 weile and dem bappalten Werth - 


u dp p’ rn wein 
d= = »)= 7) . nn Iy. — 


entſpringt, anterſuche, fo demerke ich, daß bey dieſen Formeln, welche 
die Variation ausdräden, entweder die Groͤße x oder bie Groͤße y als 
conſtaut angefehen werde, wie ber flenner einst jeden Bliched- anzeigt; 
wenn wir aber annehmen, daß die Größe x. conflant bleibe, ‚während 
die andere y indeifen wie immer veränderlich bleibe, ſo erfordert. die 
.  Matur der Sache, daß auch bie Variationen von x feine Änderungen 
erleiden ; welches fidy aber ganz anders verhält, wenn die Bariation 
38 auch von der Größe y abhängig iſt, und dasſelbe gilt auch von der 
andern Größe y, wenn fie conflant genommen wird. Hieraus leuchtet 
nun ein, daß, wenn wir die Variationen 5x und Sy. nem. den beyden 
Veränderlichen.x und y zugleich abhängen laſſen, dieß der Voraus⸗ 
ſehuug, nach weldyer eine von beyden Immer. als conftant angenommen 
wird, wiberfireite.. Man kann daher diefe Unbequemlichkeit auf keine 
andere Weile vermeiden, als daß wir annehmen, die Variation von 
x fey von der andern Veränderlichen y ganz unabhängig, und die Größe 
x habe auf die Variation von 5y feinen Einfluß. Wenn aber 5x bloß 
dur x, und 5y bloß durch y beflimmt wird, fo daß ſowohl 


(2) => und (>) = 


iſt, fo wird man auch erhalten: 
| dx = 0 und Ay) _ 0 
dıdy dxdy) 
und fo werden jene beyden abweichenden Werte, welche wir für bie 
Variation q’ gefunden haben, in Übereinflimmung gebracht. 











Anmerfung 2. 


$. 149. Wir werden aber allen Zweifeln bey diefer Unterfuchung 
am ficheriten begegnen, wenn wir bloß der Größe z Variationen bey» 
legen, indem wir die beyden übrigen x und y ganz unverändert Iaffen, 
fo daß fowohl 5x = 0 ald aud) 5y 0 wird, Auf diefe Weife wird 
nicht allein die Rechnung erleichtert, fondern auch die Anwendung der 
Variationsrechnung nicht eingefchränft. Denn vergleichen wir irgend 
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eine gläde ı mit einer andern ihr nächftgelegenen , fo fteht und nichts 
im Wege, die einzelnen Buncte der vorgelegten Fläche auf jene Puncte 
der ihr nächfigelegenen Fläche zu beziehen, welchen diefelben zwey Cos 
ordinaten x und y entfprechen, und bloß der dritten Veränderlichen z 
eine Variation beyzulegen. Diefe Annahme ift, wenn wir zu den In⸗ 
tegralformeln übergehen, um fo nothwendiger, da immer die ganze 
Rechnung auf folche Integralausdrüde leitet, welche eine doppelte 
Integration erfordern, bey deren einer bloß x, bey der andern aber 
bloß y ald veränderlich behandelt wird; Tieße man alfo die Variationen 
diefer Variablen nicht verfehwinden, fo würden dadurch die größten 
Unbequemlichfeiten in die Rechnung ‚gebracht, und da diefer Caleül an 
fi gewöhnlich ſehr fchwierig ift, fo fcheint es keineswegs gerathen zu 
feyn, daß wir von diefer Seite die Schwierigfeiten vervielfältigen ; 
ich werde daher diefe Abhandlung fo durchführen, daß ich in der Folge 
den beyden Weränderlichen x und y gar feine Variationen beylege, und 
daß ich bloß die dritte Variable z um eine beliebige Wariation 5x- 
wachfen laſſe, woben ich aber 52 als irgend eine Zunction der Größen 
x und y, die entweder flätig oder dißcontinuirlich feyn mag, betrachten 
werde. 
Aufgabe ım. 

$. 150. Wenn z irgend eine Sunction von x und y 
bezeichnet, and derfelben ebenfo eine Variation öz, 
die von x und y wie immer abhängt, beygelegt wird, 
die Variationen aller Differenzialformeln vou was 
immer für einer Ordnung aufzufinden. 


Auflöfung. 
Für die Differenzialien des erften Grades ergeben fich die beyden 


Formeln | 
= (&) m n=(i) 

deren Variationen, da x und y feine Änderung erleiden follen, nad) 
den oben aufgefundenen Sormeln, fih auf folgende Art darſtellen 


werden: 
dp (62 und öp/’ = (4 =). 


Für die Differenzialien der swegten Drdnnung erhalt man folgende 


drey Formeln: 
30 * 


un A068. mm 


Ä q = za Km -( ). * bie = N 


—** 3 "ie 7 


ie): (= @ =) und wel)‘ 


— wird. Wegen dxeno und Syawio And: die Wariatiehen- "viefoe aus. 
- drüde nach dem vorhergehenden Probleme folaeme: 


; —J Sn EL. —— ag *. on 
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—— —— 6* —* —* Br * 6 
deren Wariationen,, t. wie, man Gig — durch biad Anedrac⸗ 
ar ſeyn werde u, 
d> 3 : s 3 
——s—— 65 —* ar PR KL ze) 
u woraus num für ſich arbeit, wie man | die —— der — 
ausdruͤcke höherer Ordnungen ausdrücken koͤnne. 





3ufag.ı 
$. 251. Es ift nun einleuchtend, daß im eeneiien für den 


Differenzialausdrud einer ee Ordnung (. —) die Varia⸗ 








tion berjelben = —— ſeyn werde, in welchem Ausdrucke alle 


obigen Formeln iuthalten h ind. 


3ufas 3%. 


$. 152. Man ſieht aber auch ferner, daß, wenn flatt der Dif⸗ 
ferenzialien der erflen Ordnung die Buchftaben p, p‘,. ſtatt jener der 
zweyten Ordnung die Buchſtaben q, q’, q’’, für jene der dritten Orbs 
nung die Buchflaben r, r/, x’, vr’, für jene der vierten Ordnung 
die Buchſtaben s, 8’, 84%, 8/4, sIV, ꝛe. eingeführt werden, die Form der 
Differenzialien wegfalle, wie wir auch fchon oben durch ſolche Buch⸗ 
ſtaben das Vorkommen der Differenzialien beſeitigt haben. 


— 469 —. 
* Anmerfung- 


.$. 153. Weil die beyden Veränderlichen x und y von einander 
ganz unabhängig find, fo daß fogar die eine denfelben Werth beybehal- 
ten Bann, während die andere durch alle möglichen Werthe ſich ändert, 


fo iſt Mar, daß ein folder Differenzialausdrud. ZT, welcher nämlich 


Feine beſtimmte Bedeutung haben würde, niemahls in der Rechnung 
vorfommen koͤnne. Da aber dagegen bie Oröße z eine Zunetion von 


x und yilt, fo haben die Sormeln (&) (= ) und alle uͤbrigen, 


welche ich oben betrachtet habe, beſtimmte Bedeutungen, und es koͤnnen 
gar Feine andern Ausdrücke in der Rechnung erſcheinen. Weil ſich fer 
ner alle hierher gehörigen Bragen darauf zurädführen laſſen, daß z 
ald eine Zunction der beyden Veraͤnderlichen x und y betrachtet: wer⸗ 


den fann, fo werden alle Ausdrüde von’ der Form (2) wo die 


Größe z conflant genommen wäre, ganz ausgefchloffen,, und man muß, 
außer den obenerwähnten Ausdrüden, Feine andern Formeln in der 
Rechnung als zuläßig anfehen, und fo. werden alle Ausdrücke, welche 
von Integralformeln frey find, außer den Veraͤnderlichen x, y, 2 
Feine andern Differenzialformeln enthalten, als jene, deren Variationen 
hier angezeigt worden ſind. 


Aufgabe 1, | 

. 9 154. Bezeichnet z eine Function von x und y, 
und legt man ihr eine Variation 52 bey, welde von 
x und y wie immer abbängen mag, und ift ferner V 
eine Größe, welde auf irgend eine Weife aud den 
drey Veränderlihen x, y, z und ihren Differenzialien 
irgend einer Ordnung zufammengefegtift, die Varia 
tion 5V derfelben aufzufinden. 


Auflöfung 
Damit wir in dem Ausdrude V die Differenzialien wegbringen, 
feßen wir, wie wir es bisher gethan haben: 


, da 
= (a) er=(% 


des | : e) 
am, \dzt) ‚= 287) Klee (7) 





on eh DE u nirem y) ne 


Die von’ der Variation von a ewenden Dariationen bieſer 
—* beſtiwmmen mir fo. daß wenn um ber. Deutlichteit willen 
dieſe Variation 325 geſeht wird, wehhe man ‚alt: irgend eine 
Bupetion ber  beybey Verinderlichen x und I anſchen maß, FD 


6 r 26 a 
= (5); Laien! gie) | 
— — ri — — ar (2) 


Wenn i man ber biefe Bat ſubſtituirt, fo wird ber vorgelegte 
Ausbru@ V als eihe Kunction der Größen X, Yı 8, Pı Pr, % g’, 
qu, r, ni, 2, wi, ze. erſcheinen; das Differenziale derfelben wird 
alfo folgende Form annehmen: 
dV=Ldx + Mdy-- Ndz + Pdp + Qdg + Rär " 

+ Prdp+ Qrädg’ + Brdrs 
+ Qudg’— Bude 
, Rædr 
ꝛe. 

Weil nun der Ausdruck V nur in fo fern eine Änderung erleidet, 
in wie fern die Größen, aus welchen er zufammengefegt ift, variiren; 
die beyden Größen x und y aber unverändert bleiben, fo wird die ges 
ſuchte Variation desfelben folgende fegn : 


5V = N5z +-Pöp 4 Qögq + Rör 
+ Pröp’ + Q’ög’ + Rör 
4 Qrögut. R’ör 
+ Ritt sr 





ꝛe. 


und wenn wir ſtatt der Variation 52 die Größe w fchreiben, fo wer. 
den wir durch Subftitution der gefundenen Variationen erhalten: 





VEN +r (tr 2) ra a 
| +r(2 ) +9 55. 5) 
He) He) 


ee 


Die Bildung dieſes Ausdruckes, wenn auch etwa Differenzialien 
höherer Grade erfcheinen follten, ift für fich Far. 


Zuſatz ı 
(. 155. Da w ald Bunction der beyden Veränderlichen x und y 
angefehen wird, fo haben die einzelnen Theile, welche die Variation 
SV bilden, eine beflimmte Bedeutung, und diefe Variation ift als 
vollfommen beftimmt zu betrachten. 





3ufag =» 

F. 156. Wie aber auch der Ausdruf V aus Differengalien zu⸗ 
ſammengeſetzt ſeyn mag, ſo muß man, wenn derſelbe einen beſtimmten 
Werth andeuten ſoll, durch die gebrauchten Subſtitutionen ihn immer 
von den Differenzialien befreyen. 


Zuſatz 3. 


$. 157. Wenn unfere drey Veraͤnderlichen auf eine Flaͤche bezo⸗ 
“ gen werden, fo daß die Coordinaten derfelben AX= x, XY=y, 


YZ=z (fig. 6) werden, fo fielt man fich vor, daß bloß Die Or⸗ 


dinate YZ= z überall um eine unendlich Fleine Größe Zz=dz—=w 
wachfe, fo daß die Puncte z in eine andere von ihr unendlich) wenig 
. abweichende Släche fallen. 


Anmerfun . - 
$. 158. Ich muß hier einem Zweifel begegnen, der daher ent: 
fpringt ‚,_daß wir behauptet haben, die Größe z.müffe als eine Func⸗ 


tion der beyden Deränderlichen x und y angefehben werden; denn weil 


wir den Größen x und y Feine Variationen beygelegt haben, fo würde, 
wenn wir in dem Ausdrude V flatt z feinen Durch x und y ausgedrück⸗ 


e 


um A472 mm - 


ten Wer fhfiteien weten, Diefer. Atdeca {ih ‚im eine Maße 
Zunction von x und y übergehen, und würde baher auch Beine Varia⸗ 
tion erleiden. Allein men muß bemerken, vaß, obgleich = als Func⸗ 
. tion von x und y betrachtet wird, diefe dennoch gewöhnlich unbefannt 
ſey, wenn man nämlich die Natur derfelben erſt aus der Bedingung 
der Variation entwideln muß. Wäre fie aber ſchon Anfangs gegeben, 

fo muß man dennoch bey der Auffuchung der Variation diefe Function 
= ald unbefanut betrachten, und man ann keineswegs für fie den 
durch x und y andgebrüdten Werth fubfluuiren, bevor man nicht die 


Variation, welche nämlich bloß von =. abhängt , sine bein. bat, 
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Kapitel VL. 

Bon der Variation der Integralformeln, welche drey Verander⸗ 

liche enthalten, von welchen eine als Funetion der beyden 
andern angefehen wird. 


Aufgabe ı9 
$. 159. D;. Natur der hierher gehörigen Inte 
gealausdrüde zu entwideln, und die Art und Weife, 
nach welcher ihre Variationen gefunden werden Fön 
nen, aud einander zu feben. 


Auflöfung. 

Da drey Veränderliche x, y und z vorfommen, von welchen die 
eine = ald eine Sunction der beyden andern x und y anzufehen ift, ob: 
gleich man bey der Auffuchung der Variation die Natur diefer Zune» 
tion noch als unbefannt betrachten muß; To find die Integralformeln, 
welche bey diefer Art Rechnung vorfommen, fehr verfchieden von jenen, 
. welche dann, wenn nur von zwey Veränderlichen die Rede ift, gewöhn- 
Tich vorgelegt werden. Denn fo wie ein folcher Sntegralausdruf/Vdx, 
wo man fih V bloß als Function zweyer Veränderlichen x und y vor: 
ſtellt, deren eine y als abhängig von x gedacht wird, gleichfam als die 
Summe fämmtlicher Elemente V.dx, welche man mittelft aller Werthe 
von x erhält, betrachtet werden kann; eben fo werden, wenn drey 
Veränderlihe x, y und z erfcheinen, deren eine z von den beyden 
andern x und y zugleich ald abhängig gedacht wird, die hierher gehörie 
- gen Integralien fämmtliche Elemente in Bezug auf alle Werthe von x 
ſowohl, als auch von y in fich begreifen, und werden daher eine dops 
pelte Integration erfordern ; die eine nämlich durch alle Werthe von x, 
die andere aber ald Aggregat der Elemente von y. Die Integralien 
diefer Art müffen daher in einem Ausdrucke von der Form //Vdxdy 
enthalten feyn, welche Formel nämlich eine doppelte Sntegration er: 
fordert, und die man gewöhnlich fo entwidelt, daß man zuerft die 
eine Variable y ald unveränderlich anfieht/ und den Werth des Aus: 
drudes /V dx von der einen Graͤnze der Integration bis zur andern 
ausgedehnt, beſtimmt. Da nun x dadurd) ſchon einen befannten oder 
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von y abhängigen Werth erhält, fo wird dieſes Integrale V dx in 
eine Bunetion von. y allein übergehen: und wenn man biefe mit dy 
multiplicirt hat, fo hat man weiter nichtö zu thun, ald das Integrale 
SAy/Vdx aufjufuchen,' und daher muß die Formel Jay fv di, 
wenn fie auf diefe Art behandelt wird, ald gleichgeltend mit dem obigen 
Ausbreude „/Vdxdy angeſehen werben. Kehrt man aber die Orb: 
nung um, indem. man zuerft die Größe x als conflant betrachtet, und 
dehnt das Integrale SV dy durch die vorgefchriebenen Bränzen aus, 


‚ fo wird man dieſes legtere ald eine Funcetion von x anfehen, und das 
. . gefuchte Iuregrale SAx/Vdy auffinden können. Es iſt aher gleich⸗ 


gültig, nach welcher von beyden Methaden wir den Werth, des doppel⸗ 
sen Integealaußdrudes „/Vdxdy beflimmen wollen... ur «= - 
Da alfo bey diefer Rechnung Feine andern Iutegralformeln vor⸗ 
kommen koͤnnen, als ſolche, welche in der gorm/Vãax a y enthalten 
find, fo koͤmmt es hier lediglich darauf · an, zu zeigen, wie man die 


“ Bariation eined ſolchen Ansdruckes zu beſtimmen habe. Weil wir aber 


annehmen, daß die:Brößen. z.und y.feins Variation erieiden.i.fe fol⸗ 
gert man aus dem, was Anfange erwiehen, wunder er he. die 
Cleichung EN 
syfVäxdy = ffsVäxdy,. om 
wo 5V die Variation von V bezeichnet, und es wird bier edenfane: 
eine doppelte Integration erfordert, gerade fo, wie wir vorhin run 
ben haben, 
3Zufaß ı. 

F. 160. Setzen wir dad Integrale "/Vdxdy= W, ſo wird 

man, weil /Ax/VJdy = W ift, durch Differenziation in Bezug auf 


x allein erhalten ‚Ydy = (72) und daher ferner, wenn man in 


Bezug auf y differenziirt, V = (I) woraus erhellt, daß bad 
| de W 
Integrale W fo beſchaffen ſey, dag V= ( , wird. 


Zuſatz a. 
$. 161. Da eine zweyfache Integration auszuführen iſt, fo wird 


| durch jede derfelben eine willfürliche Größe eingeführt; die. eine Inte⸗ 


ration verwebt aber flatt der Conftanten irgend eine Sunction von x, 
weldye wir mit X bezeichnen wollen, in die Rechnung, und die audere 


zum 7) um 


irgend eine Zunetion von y, welche Y heißen mag, fo daß alſo dad 
volftändige Integrale durch folgende Gleichung dargeftellt wird: 


S/Ydxdy=W-HX-+ Y. 


Zuſatz 3. 
F. 162. Dieß wird auch durch die Auflöfung ſelbſt beftätiget, 
denn ed wird erfllich 


var (+ 
weil (= == 0 ift, dann aber wird V = (ev F rn), weil fowohl 


x als auch (=) von y unabhängig find. Wenn demnach (=) =YV 
iſt, fo wird das vollftändige Integrale feyn: 
S/SVYdaxyy=W-X-+TY. 


Anmerfung ı. 


$. 163. Es ift aber allerdingd nöthig, bie Vefchaffenheit der 
Doppelten Integralausdrüde von der Form //Vdxdy einer genauern 
Prüfung zu unterziehen, welches am bequemften mittelft der Theorie 
der Flächen wird gefchehen Fönnen. Seyen alfo, wie bisher, x und y 
Die beyden in der Bafls angenommenen rechtwinflichten Coordinaten, 
naͤmlich AX—=x und XY=y (Fig. 7), auf welcher im Puncte Y 
die dritte Coordinate YZ = z fenfrecht errichtet ift, und fich bis zur 
Fläche erſtreckt. Wachſen nun jene zwey Coordinaten x und y um 
ihre Differenzialin XX = dx und YY’=dy, fo entfteht dadurch 
in der Bafis das Parallelogramm YxyY’ = dxdy ald Element, 
welchem ein Element des Integralausdrudes entfpriht. Wenn es 
fih demnach) um den von der Fläche eingefchloffenen Körperraum han⸗ 
delt, fo wird man das Element desfelben — zdxdy finden, und 
Daher den ganzen Raumedinhalt = //zdxdy; wenn aber die Släche 
felbft gefucht wird, fo wird man, wenn de —=pdx--p/dy gefegt 
wird, das über dem Nechtede dxdy liegende Element derfelben 


= dsdyVı tp + Pp%, 
und demnach die Fläche felbft Ä 
= fäxdyyı FR FR 


finden, woraus im Allgemeinen die Beziehung des doppelten Integral 


* 
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ausodruckes //Vdx diy irfunnt wird, Wird :ntın eh: neines 
ſolchen Aubdruckes geſucht; welcher einem gegebenen Raumis in der 
Baſis, ;. B. AD XX entſpricht, fo ſuche mas zuerſt, nachdem x con⸗ 
flant genommen wurde, das einfache Integrale / VAy, und gebe dann 
Dem y die Größe X-Y, welche fi, bis zur Curve DY erfiredit, und 


die der Natur diefer Curve gemäß einer gewillen Function ven x glei 


ſeyn wird. So wird alfo dx/Vdy das dem med: nien..d 
I TRYEX ‚ydx... 
entfprechenbe Element vos vorgelegten Aubdrudet” bejeichnen , und 


nimmt man. von jener Formel von nenem: das Sutegrale fd IA: dy, 
indem. man bloß x ald veraͤnderlich betrachtet, fo wird biefed'deh, dem 


ı ganzer Staume A DIYX zugehörigen Werth Vatflelleh , wenn nd 


jede der beyden Integrationen durch ‚die A einer. gauſtanten 


Geöpe sig befimmr wir. essen 
Anmerkung, 2 


- . $ :264. So hat man fich bep Der. Gutmwidtefung- foldher. ‚doppelter 
Integralausbrüde zu beuchmen, wenn. dieſelbe auf eine in- ber, Vaſis 
gegebene Figur ADYX angewendet werden ſoll; wollen wir ober 


beyde Integrationen ohne nähere Beflimmung ausführen, fo daß wir. 


zuerſt, nachdem x als unveraͤnderlich angenommen. wurde, das Inte: 
grale (Vdy ſuchen, welches man ſich dem Elementarrehtede — 
XYyXy = ydı EEE 
als zugehörig vorftellen muß, wenn es nämlih mit dx multigliciet 
wird, dann aber bey der Integration der Formel /dAx,/Vdy die Groͤße 
y=XY als unveränderlich annehmen, und bloß x als variabel bei 
trachten, fo werden wir dann den Werth erhalten, welcher dem unbe: 
flimmten Rechtecke APYX == xy eutfpriht, wenn nämlic) die durch 
beyde Integrationen eingeführten Conftanten gehörig beftimmt werden. 
Wenn aber außer den Linien XY und PY die übrigen Graͤnzen jenes 
Raumes ald unbeftimmt betrachtet werden, fo wird das Integrale 
S/SYdxdy die zwey unbeflimmte Functionen X und Y aufnehmen, wos 
von die eine bloß eine Zunction von x, die andere aber bloß eine Func⸗ 
tion von y bezeichnet. Wollen wir alfo dieſe Bemerkungen auf die 


* Berechnung der größten und Fleinften Werthe anwenden, fo wird es 


gut feyn, jene doppelte Integration nach der hier erflärten unbeftimm: 
sen Methode auszuführen; weil die Eigenfchaft eines größten oder 
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kleinſten Werthes, welche irgend einem gegebenen Raume ADYX 
zufommen foll, zugleich auch für jeden unbeflimmten Raum APYX 
Statt finden muß. Zu 


Aufgabe 20. 


$. 165. Wenn V irgend einen, aus den drey Vers 
änderlihenx, y, z und ihren Differenzialien zufam- 
mengefebten Ausdrud bezeichnet, die Variation der 
Doppelten Sutegralformel /fVYdxdy zu finden, indem 
der Größe z, weldhe als eine Zunction der beyden 
Beränderlihenxundy betradtet wird, beliebige Bas 
riationen beygelegt werden. 


Auflöfung. 
Zur Beſeitigung der Form der Differenzialien fegen wir: 


e= (2); Pr = 15 
ı= (2); 226 9 ex Dialer 
= (A); v= )=(F) : vi m 1) (7) 


r/U a ; 

u. ſ. w. Ä 
damit V als Function der endlichen Größen x, y, 2, Pı Pı 9, 9%, 
qu, Tr, nr’, ri, ri, uf. f. erfcheine. Ferner ſetze man das Diffe⸗ 


renziale jenes Ausdruckes 


dV=Ldx 4- Mdyt Na--. Pdp + Qdq + Rar 
+ at Q’dgq’+ Bar 
+ Qrdg’-+ Rudrt 
4 B'udr’v 
_ ic. | 
und da hieraus zugleich die Variation 5 V erhalten wird, fo findet man 
nach dem vorhergehenden Probleme die gefuchte Variation 
ö/yVdxdy = ySfdxdy [Nöz + Pöp + Qöq + Rör 
+ Pröp-- Q’ögq’+ 4 Rör 
4 ——«ö RY5r 
+ ULLI NZZ 


) ® .. « 


wlation den, ‚welche man ald irgend eine Bunction 
wir daraus, daß jene Variation fegn werde: 


rar 








EI do 
+2 +rrlaaa) 
de do . 
+9 5 + BR“ Tr)’ 
d>w 
wa) 


i. 


nd 32 «0, oder die Art und Weiſe wie diefelben aus 
:, fo fönnte man die Variation des doppelten Integrale 


‚geben, wie auch die Größe V aus den Veränderlichen 
moͤchte. 


or . ELIE.E zu. 

suß 167. Ewa lediglich auf die Entwicelung des gefundenen doppelten. Integralausdruckes anfommen, 
‚Jonh, da dieſer aua nichroren Theilen deſiche / ſo wird man’ die einzelnen Theile nach ben früher gelehrten Vorſchriften 
tweymahl integriten “ näffen. J . \ 


* 









D 
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Anmerkun,g. 


G. 168. Kennt man aber die Beziehung der Zunction z nicht, 
undern muß man diefelbe erſt aus der Bedingung der Variation ab« 
eiten, fs daß die Variation öz —= w durchaus feine Beftimmung zu⸗ 
aͤßt, wie dieß der Sal ift, wenn der Ausdruck //V dxdy einen größs 
en oder Fleiniten Werth haben muß; dann ift ed allerdings nöthig, 
Yie- einzelnen lieder der gefundenen Variation 5//Vdxdy fo zu 
rebuciren, daß durchaus nach dem doppelten Integralzeichen nicht die - 
Differenzialwerthe der Variation 52 — w, fondern. diefe Variation 
ſelbſt erfcheint, welcher Reduction wir uns ſchon oben bey ‚den For⸗ 
meln, welche nur zwey Veränderliche enthalten, bedient haben. Eine 
folche Reduction erfordert aber eine genauere Auseinanderfegung, weil 
Pe für die doppelten Smtegraliusdrüce nicht fo gewöhnlich if. Zu 
dem Ende bemerfe ich, daß man durch eine folche Reduction geradezu 
‚auf Integralformeln fomme, bey welchen nur eine der Größen x und 
y als veränderlich angefehen, die andere aber ald conftant betrachtet 
wird; und um diefes anzudeuten, fol, um die Zeichen nicht unnöthig 
‚gi vermehren, ein Ausdrud von der Form ST dx das Integrale der 
Differenzialformel Tax bezeichnen, wenn die Größe y als unveränders 
lich angefehen wird. Auf ähnliche Art hat man fich vorzujtellen, daß 
bey dem Ausdrucke /Tdy die Größe y allein ald veraͤnderlich betrachtet 
i werde, was um fo Plarer ift, weil, wenn man diefe Bedingung außer 
Acht läßt, diefe Ausdrüde durchaus Feine Bedeutung haben würden. 
Es wird alfo in der Folge nicht mehr nöthig feyn, anzugeben, daß, 
wenn T die beyden Veränderlichen x und y enthält, eine derfelben bey 
"den einfachen Integralformeln (Tdx oder (Tdy entweder ald con- 
"Bank oder ald veränderlich betrachtet werde, da nur jene, deren Diffe- 
tenziale angegeben wird, als variabel angefehen werden muß. Rey 
den doppelten Integralausdrüden //Vdxdy aber hat man fich immer 
an die Regel zu halten, daß die eine Integration ſich bloß auf die Ver: 
Änderlichfeit von x, die andere aber nur auf die Variabilität von y 
beziehe, und daß es gleichgültig fe, welche Integration zuerft aus: 


geführt wird. 


Aufgabe 2ı. 
$. 169. Die in dem vorhergehenden Probleme ge- 
fundene Bariation des doppelten Integralausdrus 
des S/Vdxdy fo gu transformiren, daß nad dem dop- 


. ſtatt AT fchreiben, fo daß man erhält: 


yTdx & :) =Tr — frdz 8 
und daher unfere Formel auf folgenden Ausdruck —— wirde 
J/Tdxdy (&) = /Tvdy — /fvwäxdy (&)-: u 
Auf Ahnliche Art werden wir vs der Veraͤuder⸗ 
lien erhalten: 
Jfrdxdy (2) =/Trdx — /[vdxdy (). 


Dieß gkeichſam als Lehrſatz vorausgeſetzt, wird ſich die Reduction 
der im vorhergehenden Probleme gefundenen Variation auf folgende 
Art darftellen: 


SP Axdy &) = /Pody — ffodxdy =) 
yfPläxdy (&) = Prod — /fodzdy () 
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Kerner fey für die folgender Glieder et (2) =vm 
daher (7) = (z ) wodurch man erhaͤlt: 
ãxay (72) = IQ (2) — ardr (I) (2), 
und reducirt man auf Ähnliche Art das’ legte Glied, fo wird 
SSQIxdy(z =rQulz *)—sedr(2 ——— 

Durch dieſelbe Subſtitution werden wir (5 I 2)= (z Fr 
halten, und daher 
JSQdxdy ( 

oder 








) = swar(de — /[dxdy ::) (3 9 


-) = /Qrdx(Z2) — fody 8 + 
t/fedxdy m an) | 





J/Q’dxdy a 


weldjer Ausdrud wegen 
SQdx (Z = Qu — fodx (7) 
übergeben wird in folgenden: 
rar (za) = = Qu juaz (it %) Hyyaäzay(E 3) 
—/ady (G 2) 
. dann aber erhalten wir für den dritten Ausdruck dieſer an 
d:o 
J/Qdxdy ( = /Q'dx (= ) — /üdx (7 
+ /Swdxdy 5 
ferner wird man wegen —8 (5 =)" wenn v= (7) bleibt, 
finden: 
JJBdxdy Er) u ynay (ii — /vdy an 7) + 
+ JIvdxdy (=) und 


guter Antegrafsegnumg, 11, Sp 3ı 





m AR nie. 
\prrdudh — ——— =) njw @ ) 
fo daß man nun bat: f 
| JfBdxdy =) „a [Bdy es “sy 6) ga 
. . y fady. (>). — [[adxıdy. (= Is =), 
mein un, 1085) = (3575) 1 mini. 
| —* re By srä (7 Miasaʒ 
un ri Ze 
und dien 
e/fvdxdy (=) = feiy ern - Imärdy (Eh 
iſt, fo felgen. wir das. Beſiehen ber Gleichng: 
— (Er) (6) 5) 2): 
Heirl) SG eier) 
IR erhalten wir hieraus durch Bermeäfelang der Gröden 
—— (Fa) ;) -[@) 
Hesse) -/[@& dx ( (7) RR * 


| —* Mo = Bu ax ( )-/@): 
‚, + /udx en EA 
. Durch Subflitution diefer Werthe finden wir: 


EEE) (= y | 
r 3) (=; 7) 
+ ”)- GN 
=) | 


























HfPoäy +/Q4y (32) — Sedr ‚(“3) + «os 
+ /Prodz— Sodı (72) — Sodı (7) 
le ) — Seds (X) 
— SYET IC Ic 
) 6 Ka 2) 
-[@ at tz )- fl :) 9 (77) 
2) (a 2) SC) (er 1) 


-4/ady =) +fady (er sa, r/edz (35) ler ir 
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$. 170. Der erfte ae Diefes Ausdeuded ift deutlich genug; die 
übrigen Theile aber Iaffen fich bequem fo ordnen, daß ihr Verhaͤltniß 
in die Augen fällt, nämlich: 


. fady 6 a9) + (ER | 
* * (Fa) 
+ (23) 
+ sad: [r- (7,)+ (Gr) | 





-(9)+ (=) 
+ IK 
+[(& R-@ — 39 
4 f (e) dx fe ” “ 
| - (5) 


[9 ,. 


. un ABA: m 
+ (23) a 1 + Ser un 


HR- 


— Ho 


8 ufasg 2. | 
Se 171. Bey einer geringen Aufmerffomfeit wirb man hier bald 
einfehen ; wie diefe Theile weiter fortgefept werben ‚müllen, wem bie . 
Größe V etwa Differenzialien höherer Stade enthalten ſollie. en 


Bufeg ES 
‚$. 174. Bey einigen diefer Sutgrolantbrkte, welche. da Dife ' 
ferenziale dy ale Factor enthalten, wird die "Größe. x als conſtant bes 
trachtet, der ein, der Bränze des Integrale ent|prechender Werth bey» 
gelegt wird; bey andern aber, welche mit dx multiplicirt fiod,. wird 
y als unveraͤnderlich angefehen, und der Bränze der Integration ‚gleich 
geſetzt, woraus nun ‚hervorgeht, daß an den Graͤnzen der Jategratio⸗ 
nen fowohl x, als auch y einen unveraͤnderlichen Werth erhalten. 


Aumerfung 1. 


$. 173. Diefer Ausdrud für die Variation ift alfo für jenen 
Fall eingerichtet worden, wo die Öränzen beyder Integrationen fowohl 
der Größe x, ald auch der Größe y conitante Werthe beylegen. Han⸗ 
delt es fih z. B. um eine Flaͤche, fo muß der Sntegralausdrud 
S/VdAxdy auf das in der Baſis angenommene Rechteckh APYX ($ig.7) 
bezogen werden, und man muß den Werth deöfelben fo beftimmen, daß 
er fir x=o und y=o, weldes die Anfangswerthe find, ver 
fhwindet. Hierauf muß man x—=AX und y= AP fepen, wels 
ches die beyden Endwerthe find, und nach demfelben Geſetze muß man 
die gefundene Variation felbft behandeln. Sucht man nun eine folche 
Fläche, in welcher der Werth des auf diefe Art beftimmten Ausdruckes 
Vdxdy ein Größtes oder ein Kleinftes wird, fo wird vor Allem 
erfordert, den eriten Theil der Variation, welcher eine doppelte Ins 
tegration enthält, der Nulle gleich zu fegen, wie auch die Variation 


dZz = w genoinmen Werden mag, wodurch) man folgende Gleichung 
erhalten wird: 
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eG +) - + 
ee 
dy⸗ — (777 xd + 

Ä -(m)+ 


durch welche die Natur der mit dieſer Eigenſchaft begabten Flaͤche aus⸗ 
gedrüdt werden wird. Die durch die doppelte Integration. eingeführ- 
ten Eonftanten muß man aber fo beflimmen, daß den übrigen Theilen 
ber Bariation Genüge geſchieht. 


Anmerkun g 2. 
F. 174. Um dieſe an ſich ſehr verwickelte Unterſuchung durch ein 
Beyſpiel aufzuhellen, ſetzen wir, es ſey eine Flaͤche von der Befchaf: 
fenheit aufzufinden, welche unter allen übrigen Slächen, die denfelben 
Raum. einfchließen, die Fleinfte wird. Zu diefem Ende bat man zu 
bewirfen l daß der doppelte Integralausdruck 


Mdxdy [2 + aVı + p® + p@] 
ein Marimum oder ein Minimum werde. Da nun alfo 
| V=z+aYı+P rer 
m, ‚ fo wird man haben: 
L = 0, M= O, N= 1, a 
p _ap _ap‘ 
E = — — ud Pu — — , 
V 
dV—=Nde-+ Pdp + Prdp, 
woben die Gleichung Statt findet: 
| dz = pdx + p’dy. 
Die Natur der gefuchten Fläche wird demnach durch folgende 
Gleichung dargeſtellt werden: 


"-(5)-(@5)=° = n)+ (5) 


Es ift aber 
dp 


dx = —[e + +9 (2) -rr(a)l 


und daher 


—4 
u? 


— 406. u 


O-—olere 


wobey zu bemerfen-ift, daß (G? } ‚) - (2) if. Man erhält dem⸗ 
nach folgende Gleichung: 
G+P+r° 


=(1-+p") 2 app‘ 2)+ +G+29(7E 
Wie man aber diefe Gleichung behandeln müffe, fieft man Zu 
ein, obgleich man leicht erkennt, daß in derfelben die Gleichung für 


die Kugelflähe, nämlih 3 = ct — x: — y*, ja andy bie Gleichung 
für die eplindrifche Flaͤche, nämlich =? == oꝛ — y* ehthalten 1. 


Supplement, 
welches 
die Entwidelung befonderer Fall 
rüdfichtlich 
der Integration der Differenzialgleichungen enthält. 











Entwidelung ganz befonderer Fälle rüdfihtlid 
der Integration der Differenzialgleihungen. 


$. 1. D. bereits ſehr viele, und von einander außerordentlich 
abweichende Methoden, die Differenzialgleichungen zu integriren, ge⸗ 
braucht worden ſind, ſo entſteht die allerdings hoͤchſt wichtige Frage, 
ob es nicht eine einzige, durchaus gleichförmige Methode gebe, nach 
welcher alle jene verſchiedene Differenzialgleichungen, welche man bis⸗ 
her aufloͤſen konnte, integrirt werden koͤnnen; denn es iſt wohl nicht 
zu zweifeln, daß durch die Auffindung einer ſolchen Methode die ganze 
Analyſis die größten Erweiterungen erhalten würde. Zwar glaubten 
mehrere Geometer, in der Abfonderung der beyden Veränderlichen eine 
folhe Methode zu finden, indem alle Integrationen der Differenzials 
- gleihungen entweder auf diefe Art auögeführt worden find, oder 
doch leichte darauf zurüdigeführt werden können. Weil aber diefe 


.‘ 


Methode auf Subftitutionen beruher, welche meiftens nicht weni⸗ | 


ger Scharffinn erfordern, als das Gefuchte felbft, und bisweilen den- 
noch nur einem einzigen Falle zuzugehören fcheinen, ſo laͤßt ſich auch 
diefe Methode keineswegs auf die Differenzialgleichungen des zweyten 
oder der höheren Grade ausdehnen ; und diejenigen, welche folche Glei—⸗ 
chungen behandelten, fahen fich gezwungen, ganz andere Kunftgriffe 


zu Hülfe zu nehmen. Man Fann daher auch die Abfonderung der Vers 


“ änderlichen nicht als eine gleihförmige und ganz allgemeine Methode 
betrachten, welche alle bisher gelungenen Integrationen in ſich begreift. 

$. 2. Ich glaube ſchon Tängft eine foldhe allgemeine Methode 
angedeutet zu haben, indem ich gezeigt habe, daß, wenn irgend eine 
, Differengialgleichung des erflen oder. eines höhern Grades vorgelegt 
wird, es immer eine ſolche Größe gebe, durch welche jene Gleichung 
mnltiplieirt, integrabel wird, fo daß man niemahls nöthig hat, auf 
eine andere Weife ängftlich eine Subftitution aufzufuchen. Ich zweifle 
Daher keineswegs, daß diefe Methode die Differenzialgleichungen mit. 
Hülfe der Multiplication auf die Iutegrabilität zurüdzuführen,, als die 
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allgemeinſte, und der Natur der Sache am meiſten angemeſſen genannt 
werden koͤnne, indem bisher noch keine Integration ausgefuͤhrt wurde, 
die nicht auch auf dieſe Weiſe ohne Schwierigkeit durchgeſührt werden 
kann. Denn da jede Differenzialgleichung des erſten Grades in der 
Form Pdx + Qdy==o enthalten iſt, wobey die Buchſtaben P und. 
Q was immer für Functionen der beyden Weränderlihen x und y be⸗ 
zeichnen, fo gibt ed immer einen folchen Multiplicator M, welcher 
ebenfalld irgend eine Sunction der beyden Variablen x und y ift, daß 
der Ausdrud MPdx 4 MQdy nad) gehöriger Multiplication inte 
grabel wird, und fest man dad Sntegrale desfelben einer willfürlichen 
unveränderlichen Größe gleich, fo wird man die Integrafgleichung der 
vorgelegten Differenzialgleihung Pdx + Qdy==o erhalten, und 
eben fo verhält es ſich aud) ‚bey den Differenzialgleichungen höherer 
Grade, Allein ich bin nicht gefonnen, diefen Gegenfland hier aus⸗ 
führlicher aus einander zu fegen, fondern ic wi vielmehr den Vorzug 
diefer Methode vor der Abfonderung der Veränderlicher auch in jenen 
Sällen, in welchen man dieß am wenigften vermuthet, nachweifen, 
und zugleich den außerordentlichen Nutzen derfelben erörtern. 

$. 3. So oft nämli in einer Differenzialgleichung die Ver: 
änderlichen x und y ſchon abgefondert find, pflegt man gewöhnlich die 
ganze Rechnung ſchon ald vollendet zu betrachten, wenn man von der 
Gleichung 


Xdx 4 Ydy=o, 
wobey X eine Zunction von x allein, und Y eine Zunction von y allein 
bezeichnet, das Integrale 
SXdx 4 /Ydy = Const. 
in feiner Macht hat. Indeſſen kann es fich fehr oft ereignen, daß auf 
diefe Art der Integralausdruck Feineswegs in der einfachiten Geſtalt 


erfchefttt, oder dag man denfelben erft auf mehreren Umwegen daraus 
ableiten muß. So erhält man z. B. aus ber Gleichung 


dx dy 
7 try>=® 


zuerſt das logarithmiſche Integrale 

lx + ly = la, 
woraus fich zwar das algebraifhe xy = a auf der Stelle ergibt; iſt 
aber die Gleichung 


a2 + x? + a: + ya 
gegeben, fo findet man durch die gewöhnliche Integration: 


arc. tang. = - arc. tang. 4 = Const, 


woraus fich das algebraifche Integrale — + 27 = C nicht ſo leicht 
ergibt. Iſt endlich die Gleichung 
dx dy] 
Ve+PßstY® Verpy+y7% | 
vorgelegt, fo weiß man im Allgemeinen nicht einmahl, ob jeder Theil 
des Integrald durdy einen Kreisbogen oder durch einen Logarithmus 
ansgedrüdt wird. Indeſſen laͤßt ſich dennoch das Integrale jener: 
Gleichung durch folgenden algebraifhen Ausdruck darftellen: 
G(&—y)+27Cxy+ßC(+y) +20 tif —ay=o, 
und diefer Ausdrud / welcher gewiß der einfachſte iſt, wird aus dem 
tranfeendenten Integrale nur durch mehrere Umwege erhalten. 

9. 4. In diefen Fällen fieht man zwar, wie man die Reduction 
auf eine algebraifche Form bewerfftelligen müffe, allein vor wenigen: 
Jahren babe ich folche Integrationen vorgetragen, bey welchen man 
nicht einmahl diefen Zwed auf irgend eine Weife erreichen kann. Wäre 
z. ®. die Gleichung gegeben: | 

de dy 
viFe + x Vı+y + ,° N j 
fo fann man die Integration weder durch Logarithmen noch durch Kreis: 
- bogen ausführen, fo daß man dann hieraus auf ähnliche Art die alge⸗ 
braifche Gleichung daraus ableiten fünnte. Indeſſen habe ich dennoch 
gezeigt, daß dieſes Integrale, und zwar fogar das vollſtaͤndige, auf 
folgende Weiſe algebraiſch dargeſtellt werde: 
o=2C + (@ — ı) (x +y?) — 2(ı+C) xy + sCczty:, 
wobey C die durch die Integration eingeführte Conflante bezeichnet. 
Der weit allgemeineren Gleichung 
dx + dy __ 

Vetaßstyetadister Vaetapytyytaspren 
entfpricht nachfiehendes vollftändige Integrale: 
o=2aC + B—ay+2BßC—ad) (ty) HC — ac) (a +32) 

 +3@6—@—ee— Bd) xy +3@C—Be)xy(ch)) 

+(.C+32—ye xy, 








= 0 





— 40) — 


weobey C ebenfalld die durch die Integration gefundene willkuͤrliche 
conflante Bröße bezeichnet. Diefe Bälle zeigen alfo, daß die Abſonde⸗ 
sung der’ Variablen, welche bey den Differmmialgleigungen Gtatt 
Rudet, zur Auffindung der Integralien derfelben in einer algebraifchen 
Borm gar nichts beptrage, und daher verlangt man mit Hecht eine 
ſolche Methode, nach welcher diefe Integralien ſogleich aus! den Differ 
renzialgleichungen beftimmt werden fönuen, und man wird fichd. nicht 
seuen.laffen, an diefem Gegenſtande alle feine Geiſtedkraͤfte zu verfuchen. 

$. 6. Ich habe alfo bemerkt, daß man diefen Zweck mit Hülfe 
ſchicklicher Multiplicatoren erreichen koͤnne, durch welche die Differen⸗ 
. Balgleihungen multipliciet fo integrabel werden, daß die Jutegralien 
ſogleich in einer algebraifchen Form zum Worfchein kommen. Um Bis 
no denil cher zu zeigen, will ich von der Gleichung | 

* 4 * == 0 0. 

min: wird diefe mit xy. multiplieiet, fo erhält man fee 
u ydx-xdyso,. 
und. Das Jutegral⸗ hiervon ift xy ==. C., Auf diefe Art wird alſe durch 
Aufhebung der Abſonderung die Gleichungi in eine andere trandfornirt, 
welche die Integration geftattet, und hieraus fieht man, daß. die Mies 
thode, mittelit Multiplicatoren zu integriren, daß leifle, was fich von 
der Abfonderung nicht unmittelbar erwarten tape Dadfelbe findet 





Statt bey der Gleichung 


mdx — 
— ry-% 


multiplicirt man dieſe mit xays, fo erhält man das Jutegrale 
zeya == (C, während man von der vorgelegten Gleichung felbft ſogleich 
auf Logarithmen geleitet worden waͤre. Wenn die abgeſonderte 
Gleichung 
| dx. dy 
ı+ 2 iret ı + y%. 


mit e+mc+n multiplicirt wird, fo geitattet die refultirende 
Gleichung " 


= 0 


dr(ı TI +IıyatN) _, 
| «+ y)? 
die Integration auf ähnliche Art fchon von felbft, und man erhält durch 
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Integration 











—- ı *ıy__ ty __ 
— 75* = Const. oder — 5 — a. 
Allein die Gleichung 
2dx dy — 
Fe tim 


.. (2 + 1% (1 + 3%) idi⸗x 
muß man mit — — multipliciren, damit man erhalte: 


da + HD HAHN 
(xy+ x: — ı)? 

und das Integrale hiervon iſt: 
“y—ar—y 
axy-- ı? — ı 

ax y— ı?y 8, 
sıy—-ı?— ı | 

$. 6. Gegen diefe Bepfpiele, bey welchen die algebraifchen In— 
tegralien ohne Hülfe der Abfonderung entwidelt wurden, wird man 
einwenden , daß die Multiplicatoren,, durch welche man diefen Zwed 
erreicht, aus jenen tranfcendenten Integralien, auf welche die Abfons 
derung der Veränderlichen unmittelbar führt, erfchloffen worden feyen, 
und Daß dadurch der Vorzug der Methode, durch Multiplicatoren zu 
integriren, vor der vorhergehenden keineswegs bewiefen werde. Auf 
diefen Einwurf antworte ich zuerit, daß die erfteren Beyfpiele nach den 
gefundenen Principien der Integration fogleich auf eine ähnliche Weife 
berechnet worden ſeyen, bevor noch die Integration mittelft Logarith⸗ 
men gefunden worden war, und diefe kann alfo auch zu unferem Zweck 
nicht8 beygetragen Haben. Obgleich ich aber ferner zugebe, daß in den 
legtern Beyſpielen die Integration mittelft Kreisbogen jene fchiclichen 
Multiplicatoren bequem gegeben babe, fo fieht man dieß denn Doch wes 
‚niger bey der Entwidelung felbft, und man hätte ohne ‚Zweifel diefelbe 
Integration finden loͤnnen, bevor man noch wußte daß das Integrale 


des Auedruckes — == 
zugehört. Allein die oben angeführte Gleichung 


0, 


== Const. oder 


ein Kreisbogen fey, welcher der Tangente x 





—— + —I_o0 
Vı + x Vityp% ’ 


deren vollftändiges Integrale ſich in einer algebraifchen Form darftellen 
läßt, befeitigt wohl jeden’ weiteren Zweifel; denn da das Integrale 
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jedes Theiles derſelben weder durch Logarithmen noch Kreiöbogen, wenn 
ſie auch zugeſtanden werden, dargeſtellt werden kann, und der Aus⸗ 
druck für dasſelbe zu einer noch unbekannten Gattung tranſcendenter 
Groͤßen zu rechnen iſt, ſo kann man gewiß auch nicht der Meinung 
ſeyn, daß derſelbe zur Auffindung des algebraiſchen Integrales etwas 
beygetragen habe. Eben dieß gilt um fo mehr von jener allgemeinern . 
Gleichung, weldhe im $.4 vorgelegt wurde, und deren Integrale ich 
auf eine allerdings eigenthümliche Weife nach ganz verfchiedenen Prin⸗ 
cipien abgeleitet habe. 

$. 7. Die Methode, deren ich mich damahls bediente, ift fo 
verwidelt, daß faum ein anderer Weg, zu denfelben Integralien zu 
gelangen, offen zu flehen fcheint, und da hierbey die Abfonderung der 
Veränderlihen ganz und gar feinen Einfluß hatte, fo hielt ich dafür, 
daß man auch ſchwerlich von einer andern, an die Multiplicatoren ge= 
fnüpften, Methode irgend etwas höffen fönne, befonders da ich das 
mahls felbjt noch der Meinung war, daß die Multiplicatoren nichts 
leiften fönnten, wenn nicht die Abfonderung der Veränderlichen zu. 
demfelben Ziele führe, wenn die Frage bloß Differenzialien des erſten 
Grades enfhielt. Nachdem ich aber fpäter diefen Gegenfland einer 
ernftern Betrachtung unterzogen hatte, habe ich gefehen, daß, fo oft 
fih das volftändige Integrale irgend einer Differenzialgleichung bes 
flimmen läßt, aus diefem umgefehrt immer ein folder Multiplicator 
aufgefunden werden fönne, durch welchen die Differenzialgleichung, 
wenn fie mit demfelben multiplieirt wird, nicht allein integrabel wird, 
fondern auch, wenn fie integrirt wird, eben dieſes Integrale, welches - 
fhon befannt war, wieder geben muß. Hierzu iſt aber allerdings ers 
forderlih, daß man das vollftändige Integrale erforfcht hat, indem 
fi) aus den particulären Integralien für diefen Zwed durchaus nichts 
folgern läßt. Denn hat man die Differenzialgleichung 

Pdx + Qdy=o, 

deren vollftändiges Sintegrale man irgend woher Fennt, fo wird diefes 
durch eine Gleichung dargeftellt werden, welche außer den Veränder: 
lichen x und y und die in der gegebenen Differenzialgleichung vorfoms 
menden conftanten Größen auch noch eine neue, ganz von unferer 
Willkür abhängige Gonftante enthalten wird. - Bezeichnet man diefe 
durch den Buchflaben C, beflimmt ihren Werth aus der Integralgleis 
hung, und findet man C=V; fo wird V irgend eine beftimmte Zunc: 
tion von x und y ſeyn. Differenzüirt man aber diefe Gleichung, fo 
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findet man o = dV, und dad Differenziale dV muß den Differen- 
zialausdrud Pdx + Qdy nothwendig fo enthalten, daB man die 
Sleihung Bat: 
dV=M (Pdx-+Qäy), 

woraud fich der Multiplicator M, der auf das Integrale C=V leitet, 
von felbft darbietet. 

F. 8. Um nun diefe Operation durch einige Beyfpiele zu verdeut⸗ 
lichen, nehme man zuerſt die ne 

mu + = 0; 

da nun das Integrale derfelben an C ift, fo erhält man durch 
- Differenziation 
o= mxı"-:y2dx — nxey-ıdy, oder 
o= xy (= 4247 | 
. woraud num erhellet, daß x=y® der auf dieſes Integrale führende 


Multiplicator fey. 
Da ferner der Gleichung 


— 


dx dy 
rat 
dad vollitändige Integrale 
'ı— ıy=C(i+)7) 
entfpricht,, fo ergibt fich hieraus für die Conflanten der Werth 


und duch Differenziation dieſes Ausdrudes erhält man: 
— ds(1+- 7) -dy( + 2) 
«+ y% ’ 
_ ad+D)aH+y)/f dx dy 
an (Fer) 


| . er aA +M)Gtı+yP 
und daher ift der gefuchte Multiplicator a=a — 


o= oder 


Ferner fey die Gleichung gegeben: 

dx + dy ao 
| Vetsßpsty®  Var+apy+ 
deren vollitändiges Integrale 


ie 6 — | 
od — —R — * J 180 
zuerſt den Werth RAR 


„tuetsihn «+ —— een rel 


7 .@— y% 
Ce: +e+ba+y) +31:7 + Ver Ps+y — 
- y%* 


41 


oder in einer beffern Form: 
ä Fett et tm VCH 


und hieraus ergibt fid Dur Differenjlätion: · 
e=+d:ßtn+ I EEE 
’ Ve px > 3 

+ retın Ve +spı ge 

| Ve.+ — wm. De 
\ woraus man den gsfacten Multipleator finder: u 


M= (B-Hry)Vatsßr tr ++) VeRabeF HR. 
$. 9. Auf ähnliche Art verfährt man bey folgender sufammen- 
gefegteren Gleichung: 
: de dy — 
V(a+ 2ßx + yr?+ 257° +09) r Vet ty reiy +) 
Aus dem volftändigen Integrale diejer Gleichung, welches wir _ 
oben dargefiellt haben, wird fich ein ſchicklicher Multiplicator M aufs 
finden Taffen, mit Hülfe deffen man eben diefes Integrale hätte finden 
Finnen, wenn er fogleich befannt gewefen wäre. Allein hier hat man 
weit mehr Hinderniffe zu überwinden, und man wird keineswegs gleich 
beym erften Verſuche zum Ziele gelangen; ic) werde demnach genug 
geleiftet haben, wenn ich bloß die erften Grundzüge diefer neuen höchſt 
wünfchenswerthben Methode entwerfe, durch deren Hülfe man in den 
Stand gefegt wird, für eine foldhe vorgelegte Differenzialgleihung 
einen ſchicklichen Multiplicator, der fie integrabel macht, aufzufinden, 
Sür diefe Unterfuchung wird es fehr nützlich ſeyn, zuerft zu bemerken, 
daß, wenn ein einziger folcher Multiplicator einmahl befannt ift, aus 
dieſem unzählige andere Factoren entwidelt werden können, welche 
denfelben Dienft leiften. Denn wenn der Wultiplicator M die Diffes 
renzialgleichung 


0. 


’ 


— 107 ze 
— Pdx + Qdy=o 
integrabel macht, fo daß man erhält: 
JM (Pdx-+-0Qdy) =\V, 
und daher die Sintegralgleihung V=aC ift, weil die Formel 
.dY=M(Pdx+4 Qdy) 
mit jeder beliebigen Sunction der Größe V multiplieirt, ebenfalls noch 
integrabel bleibt, fo fieht man wohl ein, daß der Ausdruck Mf(V), 
welche Bunction von V für £(V) aud) genommen werden mag, immer 
ein ſchicklicher Multiplicator fey, indem man hat 
| (Pdx-+-0Qdy) Mf(V) = dVf(V), 
welche Gleichung integrabel iſt. Es wird demnach zweckmaͤßig ſeyn, 
unter diefen zahllofen ſchicklichen Multiplicatoren in jedem gegebenen 
alle jenen zu wählen, durch welchen man die Rechnung am leichtejten 
vollenden, und das Integrale, wenn ed algebraifch iſt, in der ein« 
fadhiten Geftalt darftellen fann. Denn wenn auch das Integrale wirfe 
lich algebraifd, ift, fo fann es fich dennoch ereignen, daß man diefes 
nicht. einmahl vermuthen fann, wenn man nicht einen ſchicklichen Mul⸗ 
tiplicator zu Hülfe nimmt, wie dieſes die obigen Beyſpiele deutlich 
genug zeigen. | 
$. 20. Sey alfo gegeben eine Differenzialgleihung von dee 
Form: 
in welcher X bloß eine Function von x, und Y bloß eine Function von 
y bezeichnet ; man fol einen ſolchen Multiplicator M auffuchen, durch 
welchen jene Sleichung in einer algebraifchen Form integrabel gemacht 
wird, wenn ed anders möglich ifl. Da aber diefed nur felten der Fall 
ift, fo wird es gut feyn, umgefehrt die Functionen X und Y zu beſtim⸗ 
men, wenn man die Form ded Multiplicatord M angenommen hat, 
Sey erfiend der Multiplicator 


“= (@e + Bs + yy® 


damit nachfiehender Ausdruck integrabel werde: 
Ydx + Xdy 

@+d: + 79 

Wird nun y conflant genommen, fo ergibt fich Hieraus das 


Integrale 
Euler's Integralrechuung. III. Bb. 32 


* 


zum 408. me — 


—-Y WEN. 
erarmt 
wirb aber x ald eonftant betrachtet, fo ergibt fi: 
x 
Terermtaan. 
welche beyden Außbrüde einauder gleich keya muͤſſen; > man erpät 
demnach 


— YI+Prla+ßs+m) — E— 


oder 
Xx - äEα HART, 

fo ſieht man nun ein, daß die Functionen A (x) und I’ (y) fo be⸗ 

ſchaffen ſeyn muͤſſen, daß nach der Entwickelung des Iepten Gliedes 

jene Theile, welche x und y zugleich entpalten ſoluen, ſich gegenſeitig 

tülgen.. Hieraue erheuet/ daß u an 

AQ)= mpx + Const, ab. 

7 6) * * myy + Con u “ 


ſeyn werde; fegen wir alſo 


A) — Temp - mırta, . u | 
fo werden wir finden: 
BRX—yY=Pr (mr — my -oßxrnyy+na 
| -—maßx— mayy-- f 1 | 
— f 
woraus man erhält: | 
X=y [m ß? x? + ß (ma n) x +f+ na], | 
Y=Sß[nr® tra -n)y+f— ind], 
und nun wird Die algebraifche Integralgleihung feyn: 


32 ?y? — (m — — 5 * 
myy — — u 2 Const., 


oder | 
meyxy—nyy—fHrsna=Cl(a+ßrtry, 
oder, wenn CH +n ftatt C gefchrieben wird, in der beffern Form: 
mßyxy — Inßx FZuyy— f=Cl(a+Pßxtyy). 
F. 11. Wir wollen nun fehen, unter welchen Bedingungen die 
Form der allgemeinen Gleichung 
hdx kdy - 


kurs FO tDyHbseen 0°, 


— 00 — 


nach ber obigen Methode integrabel werde, Stellen wit alſo die Ver: 
gleichung mit den gefundenen Werthen an, fo finden wir: 
A=hmßy, D= kmßy? 
B— hßy(ma-tn), E=kßy(ma—n) 
C=bhby(f+:na), F=kß(f— na). 
Weil hier die ganze Rechnung auf die Verhältniffe diefer Buch: 
Raben jurücgeführt wird, fo ergeben ſich, wenn für die erſten Gleichungen 
Beil md yaDk 
genommen wird, die übrigen ; oo 
mie Eh, ade m 
. ACKk?® DF]%2 
= om k?% 
uͤberdieß aber wird noch die Bedingung erfordert, daß die Gleichung 
4AC—B 4DF—E 
jr = 
Statt findet, und wenn diefe Gleichung befteht, fo wird der ſhieiche 
Multiplicator ſeyn: 
(Ar + Bx + C) (D y⸗ +Ey+ F), 
Hkfls(Bk+ Eh) + Alx 4 Diyp- 
und die hieraus refultirende-Integralgleichung wird ſeyn, wenn man 
mit hk multipliciet 
Bk — Eh Bk — Eh Ach — DEN 
2. Dh - + ZAk 2 —FJ — | 
= G[s(Bk +Eh) + Alkx - Dhy]; 
welche Gleichung nach Ünderung der willfürlichen Conſtante G auf fol⸗ 
gende so gebracht wird: 


nm 











(= + - GDh) (7 + 5 GAk) er 


= ‚GAC-B)K& $F4ADF-EDh 
—= G’ADhk + — 
oder 


Ax-+-B Dy+E 1c— E DF— Ei 
[re] > Jee + „er, 
F. ı2. Hier haben wir alfo ein feht —8 Theorem, wie⸗ 
wohl die Wahrheit desſelben auch aus anderen Principien einleuchten 
kann. 
da * 





—E 
ud dur) folgend 


ee 





multiplieirt wird. 
$. 13. So wie wir dem Multiplicator M die Form 
xx 
gegeben haben, eben fo werden wir auch noch zuſammengeſehztere Aus · 
drüde gebrauchen können; allein im Allgemeinen kann dieß nich ges 
ſchehen. an wir aber den Multiplicator 
xY 

“= arfstırH J 
damit die —* 

Ydx + Xdy 
integrabel gemacht werde, fo leitet die Integration deffellen auf fol · 
gende Gleichung: 


—* x . 
EryatHahy ty) +r0= + aa, 
welche fi in nachftehende umwandeln laͤßt: 


ER pp er HN ART): 


_ zu 501 sen 
woraus man deutlich fieht, daß man 


A =! +2 r —_ $7+2 
fegen müſſe, damit keine lieder erfcheinen, welche beyde Veraͤnder⸗ 
liche zugleich enthalten. Man wird alfo erhalten: 





X _ TI _,,,et&tn _ ,_et+mer+d, 
ytir P+dy ı+3x . B+dy 


und hieraus ergibt ſich: 
X=(atPr) ex +) — (Y+ö) (dc + 
T=(arr) er +) — Bar +N: 
oder, wenn man entwidelt: | 
xX Ge — 30) Ge + By —yB—5Nx +ay — yf 
Y=-y.—)”+ rn dr re — er 
und die Jutegralgleihung wird ſeyn: 


weiche, wenn man ie X den gefundenen Werth ſubſtituitt, in folgende 
uͤbergeht: 





xy + ny+ex+f 
‚“a+PırYyy+ Sy | 
$. 14. Bringen wir dieſe Gleichung wieder auf die Form: 
hdx kdy 


== Const, 


— —— -. 
fo muß man ſetzen: 

— h (2 — 80), Del) 
B=h (aß —yd —öf), E= k (art —Pßy N 
C=hd(r—yN), F=k(0— Pf). 

Die eriten Gleichungen geben: 

— A, _ _1_ DD 
IE mw IT 
die zwegten aber 
at Bk-—Eh .__aAyk — aDph 
sy — ud 3 


und daher findet man aus dem dritten Paare von Gleichungen: 


° aCk (Ayk— DB) 9 . 8 E 
aFh (Ayk — Dph) _-P 23 

| 51m @ ET  (Bk+ Eh) Aak. 
an Eliminitt man hieraus a ’ f Findet man: 


JK—DEb2) (Aky— Dh , | 
 aacm—nrm (ik 1=eD — HAkF— DAR) —R 
und da bier die Gleichung 

Aky— Diß=o 
nicht beſtehen kann, weil ſonſt &=o und bie Größen 4, IL X unend⸗ 
lich groß werden wuͤrden, dann aber, was wohl bemerkt werden muß, 
die Integralgleichung Const. == Const. zum Vorſchein kommen wuͤrde, 
welche Oleichung nichto ſagt, ſo muß nothwendig die Sleichung 5 

4 (ACH - — DEN) =Be — E:he, oder 
440 — "4DF— E 
he = = — 7 Gar DEE 

wie früher, beſtehen. i 

Allein es verdient bier vorgiiglich demerkt zu werden‘, vaß, obs 
gleich die drey Buchftaben B, > und 2 unbeflimmt bleiben, diefe Ins 
tegralgleichung fi) von der vorhergehenden dennoch bloß durch bie con 
ftante Größe unterſcheiden, denn man erhaͤlt: 
athk k(2Ax-+-B) > h(6sDy-+E) 
BIER T s(Aky— PhA)ty HBE-EbNEFIy) +aChB—Fhy) =Const,, 
oder 
yky (2Ax+B) +8 k(Bx+2C) — Bhx(aDy-+HE)— yh (Ey+aF) 

k@Ax-+B) -h(sDy Iy+E 
welcher Ausdruck immer die wahre Integralgleihung darſtellt ‚wie 
auch die Buchftaben ß und_y genommen werden mögen. Da dieß nicht 
fo ganz Far in die Augen fällt, fo wird es hinreichend feyn, zu zeigen, 
daß die beyden Theile, welche 6 und y enthalten, für fi) genommen, 
eine und diefelbe Relation zwifchen x und y beftinimen. Denn nimmt 
man die beyden Sleihungen: 
aAkxy + Bly — Eby — aFh _(o 
A aDhy Bu En — Coast, 
— a3Dhxy-— Ehx + Bkr -LoCk 
—aAkx+2Dhy +HBE+Eh = Const., | 

und multiplieirt man dig erſtere durch Dh, bie letztere aber durch Ak, 


= Coast. 


zum Di) sm 


fo wird man zur Summe erhalten: . 
Ak(Bk—Eh)x + Dh(Bk— Eh) y 4 aACk — aDFbe 
3Akı + 3Dhy+Bk-t Eh 
| Bk—Eh 
und der Werth hiervon ift auch conftant, nämlich = =, weil 


überdieß 
s3ACk — sDFh Bk— Eh 


BitEh ot 
woraus der vorgelegte Satz erhellet. 


$. 15. Ic gehe nun über auf eine fchwierigere Form von Gleis 
chungen, welhe * 


vx ' vr 
ſeyn mag, und der diefelbe integrabel machende Multiplicator fey 
M=PYX-+0QVY, 
fo daß die Gleichung 
Pdx + Qay + dev 2 „. BdyvX Pay zo 


Die Integration zuläßt, und zwar F jedes Se diefer Gleichung 
für fi) genommen integrabel feyn. Für das erfiere wird man alfo 


d 
) = (7) haben, das Integrale des letztern aber ſey aVVXY, 
woraus fi) ergibt: | 
Q 
daV dY 
Bear()+tV gr 

und wegen der een Bedingung: 

de v air dY d2Y d2V ‚Sir ax ( 

d7 rt) 

+ vex, 

wenn wir Statt V irgend eine beflimmte Sunction von x und y fehen, 
‚fo fönnen wir aus diefer Öleichung erfennen, wie fchidliche Werthe für 
die Zunctionen X und Y erhalten werden. 

s. ı6. Geben wir zuerft der Größe V einen: conflanten Werth, 
naͤmlich V= ı, fo fommen wir auf die Bedingungsgleihung 


dꝛ V d?xX 
. dy2 dx d 


dv dX | 
2X (Z + Y . m und 


“ EI; le 
, ‚age Den Ka m —R 





Di — a 


. ck um- zen art up 
„Ak 


rar —8 ——— ET 


ul ni nnd. 
* ——ã 


Alagrna 





in! 
4. 








Be 


we da hir die —* 


vicht beſtel 


lich groß 
Die Integral 
czelcht Olei 






wie ie fer, befteben. - u 


Allein ee verdickt ihier "perftirig tete ja wer 
gleich ‘die drey Buchſtaben 8, F und 2: umbeftimmt bleiben, dieſe In⸗ 
tegralgleichung ſich von der vorhergehenden dennoch bloß durch die con ' 


ſtante Größe unterſcheiden denn man erhält: 


atchk k(akz h(@Dy-+E 
en + — nern + ar Con “ 
oder 
by @aAx+B) HB @x+20) — Ph (aDy+E)— yh(Ey-haP) 
k@Ax+B) FhaDy+B - 

welcher Ausdruck immer, die wahre Integralgleihung darſtellt "pie 

Fi die Buchftaben B und_y genommen werden mögen. Da dieß nicht 

ſo ganz klar in die Augen fällt, fo wird es hinreichend ſeyn, zu zeigen, 

daß die beyden Tpeife, welche B und y enthalten, für fid genommen, 

eine und diefelbe Relation zwifchen x und y beſtinimen. Denn nimmt 
man bie beyden Gleichungen: 

aAkıy + Bly— Ehy—aFh 

aAkı +HaDhy BE ER. 

— aDhxıy-— Ehxr + Bkxı + aCk 

aAkx +2Dhy+BErhEh 

und multiplicirt .man big erftere durch Dh, bie Ioptere aber durch Ak, 





= Const., 





— Const, 


= Const., 


zum Ö5()Z pm 


fo wird man zur Summe erhalten: . 
Ak(Bk—Eh)x + Dh(Bk— Eh) y + sACh — ‚DEM 
aAkx + 3Dhy-+-Bk- Eh 


Bk—Eh 
und der Werth hiervon ift auch conftant, nämlich = =, weil 


überdieß 
aAChW — aDFh? _ _ Bk— Eh 
Bk—Eh a 0 
woraus der vorgelegte Sab erhellet. 


$. 15. Ich gehe nun über auf eine ſchwierigere Form von Glei⸗ 
chungen, welche 


vx "vry | 

ſeyn mag, und der diefelbe integrabel machende Multiplicator fey 
M=PYX-+0QVY, 

fo daß die Gleichung 


dxvY , PdyyX 
Par + Qay + +00 


die Integration zuläßt, und zwar muß jedes Glied diefer Gleichung 
fur ſich genommen integrabel ſeyn. Für das erſtere wird man alſo 
9 (7 j ) haben, das Integrale des letztern aber fey J— 


* ſich ergibt: 


dv dX 
Q = 2X ir + V ix und 
dV dY 


-P = 3Y ay)rY TG 


und wegen der erieren Bedingung: 
d?V 3dY eY _ d2V „2 —( 
*6 +9 tr ® X)+ (m) 
+ vor, | 
wenn wir Statt V irgend eine beflimmte Bunction von x und y feßen, 
‚. fo fönnen wir aus diefer Gleichung erfennen, wie fhidliche Werthe für 
die Zunctionen X und Y erhalten werden. 
F. 16. Geben wir zuerft der Größe V einen: conflanten Werth, 
naͤmlich V= ı, fo fommen wir auf die Bedingungsgleichung 


d@Y dx 
. dy2 "dx & 


. ‘ ‘ Ps a." " et 
" %' . .o “ » — ‘ _ . . „ 


.‘ 


| nn 
‚wei Gikhung wur bonn been Tann; om. ib Bi erflien — 
„PO fi grasstzen eher onlansen Geife Hirih AR, Ainenui min 
dieſe — aa, fü werben. win anhalten: 
1— Xusutbite und. I. 
| Teertete * en 
ren nn) u 
| i een on = 
An ae Sunime: " J . 
I —E F 
es wied — — 7 en 


— — 
mit. Sülfe —— — 
M=(sytg Verst PERS Vo | 
integrabel’ gemacht, und man wird als vollftändiges Integrale finden: ' 
say er +by + aVartbitgartsrt)= cl, 
oder wenn man bie Irrationalität befeitiget: | | 
Cꝛ — 2C(2axy+gx-+-by) = = (4ae—gt) x? + (4ac—b*)y* 
| + 4bex + 4cgy + Ace; 
dieſe Differenzialgleichung aber iſt weit allgemeiner als jene, welche 
ic zu Anfange des $. 3 angeführt habe. 
$. 17. Geben wir nun ber — Y den Werth 


ve («+ * Fre’ 


denn hätte ich ſtatt des Erponenten 2 einen unbeflimmten genommen, 
ſo Hätte man bald gefehen, daß diefe Potenz genommen werden müſſe. 
Man wird alfo erhalten: 


(= =) ‚(a Cr — (7 7) (« erbrm m’ 


5) = m (Se 
dı? (a + Ex + yy*’ \dy @rbe FM" 
Buch die Subſtitution diefer Werthe aber entfieheu folgende zwey 


m 505 ——— 





Ausdrüde: 
px AK a hBcH rn) + (at Rx — 
eyrY-— DR = (+ Bst N +5 + xt Wo 


weil .alfo in dem "stern Ausdrude y, in dem andern aber x den zwey- 
ten Grad nicht überfchreitet, fo iſt einleuchtend, daß in den Ausdrüden 


d’X und d?Y 
dx? dy? 


die Veränderlichen x und y eben fo viele Dimenfionen haben müflen, weil 
fonft die Glieder, welche x und y zugleich enthalten, auf beyden Sei- 
ten nicht gleich werden Pönnten; da alfo die Sunctionen X und Y fich 
bis zu dem vierten Grade erheben werden, fo feßen wir 
X=AxtoBe Cr +2Dr--E um 
Y= Ay +298y7° +Cy +-2Ddy+ 86, 
fubftituirt man nun diefe Werthe, fo erhält man für den erften Theil 
12ß? Axt 4 2a4ß?Bx? + 12B?Cx? 4 24B?Dx + ıßE 
— ABA — BB — 1ı2ßC — ı3aß?D — 12aßD 
+ ı2ßA — 24aßA — HaßB — 1naßl 4 240 
+ n®B +e2ßC + 4aßl 
+ 24aßA + 24aßB 4 ı2a:B 
‚t ı2a A 
— 2außyAx’y — 36ßyBx?y — ı2ByCxy — 1ı2B,Dy 
+ 24ßyA + 24ßyB +4BrC + 4ayl 
+ 24ayA + 24ayB 
4 12Y?Ax2y: + ı27?Bxy? — 27?Cy?, 
und dieſe Glieder reihe man in folgender Ordnung an einander: 
ı2yAx?y? — ı2y?Bxy? 4 ı2y (aaA — BB) x’y 
+ 27:Cy: +87 daB— BC)xy + 2(ba? A—baßB-+P:C)x: 
+ 4r («aC — 3ßD) y+ 4 (daB — 2aßC-++3ßB:D) x 
+ 2 (@C — baßD + 6 E). 
Auf ähnliche Art aber wird der zweyte Theil fen: 
12B? Ax?y? + 12 PP Bx?y + 12ßB(2aA—YB)xy? + a? Cx⁊ 
+88 a8 —yE) xy +2 (da A— Hayd HYPE) y 
+4 (4C — 3,DdD) x +4 IB — 3ayC + 3YD)y 
+ 2 (a & — bayDd - 67°€). 


% 
. muum 500: mme“- 


$. 18. Nun ſetze man die gleichnahmigen Glieder beyder. Aus: 
drüde einander gleich, :fo wird man folgenden. Biegen Genüge 
leiften müflen: 
ytı YA — BA 
ty aayA — ByB wa 8:8 
x | MB ww aaßA — BrB- 
bh BR = 
v| CC =bda4 — bayß + yrE 
y '3ayB — ByC == 3aßB8 — PByrC 
‚x 32 — saßC + 3BD m aßl — 3452 
.y .|ayC — 3ßyD a 38 — sayl + 3 D Ä 
u }etC — baßD FIRE = AE. — bayd-6r?E. 
Die drey erften Sleichungen aim ‚oem bloß die zwey Beſtim⸗ 
mungen: 





Be 42 md aadvk 
BVATBVA — ———— 
die vierte und fünfte geben eben fo die einzige Seftimmung , 
- _ daB — AB Be 
-i=- nm F-5%) 


und eben diefe Sleichung ergibt fich auch aus der fechöten. Man fegealfo: 
C=Fın mei ın 
3A aA 
Die fiebente und achte Gleichung enthalten ebenfalls die einzige 
Beſtimmung: 
DvA + Dv4A _AB + AB? — BB 2042 
BvaHmYaT AA oder 


DVA DV A TK * 777 *755 
man ſetze alſo: | | | 


B m 
D = +4 Toya und 
= 33 nB 


m 
— 77 *5* aa va 
Werden diefe Werthe in der legtern Gleichung ſubſtituirt, fo 
findet man: 
3 B+ 6n B? 


Be Zu tn ul 
Zoe 6 n B2 12nB 


Oma tr 





507 mem 


und daher wird man bequem fegen fönnen: 


n B? -mB ee 
E=or wa ram tat r 
n Be 


‘= * —7 mtr 


= genommen haben, 


$. 19. Da wir aber V = Ber 


fo werden wir erhalten: 


Q = Z4PAr+ Be + Cr Dr +) |, 2@Ar43Brr+Cı+D) 
. (@+Ppx+93Y° | , («+ x + yy)° 
p — -HQr+ BP +6 +aDJ+B) , 2 CA+3BIHE7 HD) 
d (@a+Px + 79) (a + Bx + yy)® . 
> oder 


(.Ax343Br?..C D A—BB) x 
it: WEHEN Th ion) 


(@ + Px + 79 


{ 18:0 Ay° +3By2 + 6 LD) +20 yBy 
p _. 14? 6.8 y9) y +2 @6—87D)y ta@ Dr) 


| (+ Px+Yy° 
woraus das Integrale der Formel Pdx--Qdy gefucht werden muß. 
avxY . 
und ſetzt die Summe 
gleich einer conſtanten Groͤße, ‚fo ſtellt dieſe das vonftändige Integrale 
der Gleichung 


Addirt man zu dieſem ferner 


| 3442 | 
dar. Um aber jenes Integrale zu finden, fo bemerfe man, daß. nad 
den erftern für P und Q dargeftellten Werthen abgeſondert die Glei— 
chungen Statt finden: 
| _3a8(Ax + aBs5 + 0324 Det B _ 
‚Qr= — 
2 6433 $3Bx .05D) r 
| ı@at+pı 79 ro. 
ay (Ay +25y° + Er 2DdDyrO 
Pa+rp Tan — 
2 +3BS7+eyHD A 
6 («a + BT + 37 Tao 
welche zwey Ausdruͤcke einander gleich ſeyn muͤſſen: zu dieſem Ende 
ſetze man 


T 6) 


JPdx == 


Ar +Bı HN Ey 2ay +G5y+N 





gefundenen Werthe finden wird: N 
zyvVAd+Bır Vit+ SerY tier VG 
+ieny& 


88 Ba B nB n® 
+7} ia) + - sa tv -7) r 
nB m 
+ (Fra - at —XRX + =) * 
BB | nBvA—rBva nBB | GA By) 
Format m at Lv tx 
Man fepe Kürze halber diefen Ausdrud = 8 fo wird das volle 
ſtaͤndige Integrale ſeyn: 
—————— 
——— 
s 4 VXY = Const. (BVAHBVA+2AVA Hay VA), 
welches auch: in folgender ſchoͤneren Form dargeftellt werden kann: 


S+VXY= Cont. (% + a +23rVYA+ v3). 





= Const. ober 
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Wenn die Functionen X und X den früher beftimmten Bedingun⸗ 
gen entiprechen, fo erhält man alfo auf diefe Weile das vollftändige 
‚ Integrale der Differenzialgleihung 


J 7 4 2 = 0. 
6. 21. Diefe Unterfuchung fann noch etwas allgemeiner ange: 


ftellt werben, wenn man der Größe V den Werth 
beylegt. Um aber die Schwierigkeiten der Rechnung leichter überwin⸗ 
den zu können, bemerfe ich, daß derſelbe auf die Form Grm 
zurüdgeführt werden könne, wenn nur die Veränderlichen x und y um 
eine conflante Größe vermehrt oder vermindert werden; nach Beendi⸗ 
gung der Rechnung aber fann jene Form leicht wieder hergeitellt wer» | 


den. Ich werde alfo figende so der Differenzialgleichung 


At 
betrachten, und nehme an, daß file mit Hülfe des Multiplieators 
FVX4 QCVV integrabel gemacht werde, fo daß man die Formel 


dxvY PdyyX 
Pdx + Qdy +3 + 
zu integriren hat. Dan ſetze, * Integrale des letztern Theiles ſe 
=> 2VyXY, und man wird, wie wir geſehen haben, erhalten: 
Q=3sX (Z +-V. * und 
P = aY (Z 4 V. aY 


ay' 
Sey alſo V= a * 


dV m) _ aV nt, 
Ser ® (5) 


fo, daß wir erhalten: 








— und daher 


— _4Xy dx2 
Near trag un— 


— 4Yx + d V 1 
arm ty arm 
Nun muß man aber zu bewirken fuchen, daß die Bormel 


Pdx + Qdy 


P= 


Unfere Ausdrüde werden daher folgende gormen annehmen: 





ac yn * m) A 


+ Lay 
+ May 
+ 2Byty} 
+Nryr 
+2(C+ al) xy: 
— 2aAıty? 

"+ 2@D+am a 
— 24 Bay- 
+eLry 
+ 2(2E+aN) xy 
+oxy 
+ (aD aM) xy 
+oxy 
+ @aE-FaiN) y° 
+ox 


ir 


 2y la ap) Pax“ 
+ &xtyt 


jr aBer 


+ Mxty° 


| 2aAxtyt 


+2(€E +39 xy 
+ NN 

— 23aBx?y° 
+28D+aM) Xp 
Hagen 

+ oxy° 
+2@E+aN) xy 
+ oxyt 

+ @02Dd FM) xy 
+ oy* 





+ Ga E4 a) x: 
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$. 22. Die Gleichſtellung dieſer Ausdruͤcke gibt nachfolgende 
Beſtimmungen: 
Y=L; A— 2B; M=2B; N=— 23%; N=— aaA 
G=C; D=—ı%; D=—ıB; E= 2%; E=aA, 
fo daß man folgende Differenzialgleichung erhält: 
dx d iy 


ö— — —⸗ - — *0; 
— 
das vollſtaͤndige Integrale derſelben iſt: 
aBr2y — sy2 — aaAr? Sys aCxy — aaBs +3Dy + 3 vxY 
- - —Const, 


(a + ıy)? 
Sch bemerfe hier, daß, wenn y— — gefegt wird, die anfangs 


angeführte Gleichung zum Vorſchein komme: 
dx ! -dz 
V Axt aBx’ 4 0x2 + 2Dı +-E VAzı + aBz3 + Ca? + sDz —E 
Das Integrale dieſer Gleichung kann nun auch nad) den hödhft 
einfachen Prineipien der Integration angegeben werden, da ich vorher 
durch eine ganz indirecte Methode darauf geleitet wurde; das Integrale 
iſt nämlich: 
Axtz? + Bxz(x+tz) +Cxz+-D(x+z) +E + G&—z)’= 
V(Ax* + 2Bx? +-Cx?--2Dx + E) (Az?-+- 2Bz° 4 Cz2?--2Dz-+E), 
welche Gleichung nad) Beſeitigung der Irrationalität folgende Form 
annimmt: 
G? «2 +aG[A x? At Bxa(s-t2) Cxz-tD(ste)+E] 
+(B?—AC)x?2?—2ADxz(x+z) — AE(x+z2%2 — 2BDxz 
— 2BE(«-+z2)+D’ — CE=o; 
die auf dieſe Form gebrachte Öleichung ſtimmt mit der obigen überein? 
(?AG-+-B?—AC) zz? + 2 (BG— AD)xz (x--2) 
+ (G@—AE) («+ z% — 2 @@ - BD—CG) xz 
+2(DG—-BE)«+z)+2EG+ DM — CE=o. 
.$. 23. Wenn wir nun unterfuchen wollen, unter welchen Bedin⸗ 
gungen Die Differenzialgleichung 
— SEE + dy 
VAx+aBı +Cı?+2Ds+E Vi + — 


==0, 


76, 24. Unterfachen wir wen , in wle weit wir bie’ Rechnung ande 
führen Fönnen, da wir das Problem im Agrmeinen aufgefaßt haben. 


Sey alfo die vorgelegte Gleichung + = = 0, welde durch 
Multiplication mit. PVX+ QvY integrabel werden fol, und das 
Integrale fep: > 


x avar 
SAN HB Fr Comttır 


ſo werden wir, wie wir bereit geſehen haben, finden: 
4x62 ax N 
Nude rerTegererreereeT 
—-4Y0+ 89 ar 
— dy et tt 
und hieraus folgern wir: 
Gt» @+Pztrr Hör /Qdy=alßr—a) X 
dx 
+ (0% - 0429) CH Ps try +52 
+@+Bzr +77 + 7 Aß), i 
und auf ähnliche Art: 
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(+5: a +Bx + yYy+ösy) /Pdx = 3(y—ad) Y 
dY 
+ (457 — @+23n57) @+Bx+ 77 + 227) 
+ (@+Bßx+ry+ dx” TO), Ä 
welche zwey Ausdrüde übereinftimmend gemacht werden müffen, fo 
Daß der erfie durch (y-5x)?, der andere aber dur (B-H Hy)? Divi- 
Dirt diefelbe Zunction gibt. Es iſt alfo nöthig, daß der erftere durch 
(z + 5x)? , der legtere aber durch (B -- 5 y)? theilbar fey, und dies 
fem Erforderniffe muß demnach vor allem Genüge geleiftet werden 


$. 25. Entwideln wir den erfleren Werth, indem wir die von 
y abhängigen Theile unterfcheiden; nämlich 


1. 2-9) +45 +8) X 49) +39 
Hat Et A@) 
1. y +59 (X 0454 + «+9009) 
m. 45 H+SN A, 


welcher Ausdrud durch (y—- 5x)? theilbar ſeyn muß; da alfo der 
dritte Theil für fich theilbar ijt, fo fegen wir für den zivepten: - 
+B)AD+2X=(Y+ 22) R, 

und der erſte Theil wird ſeyn: | 
KH AN HRKH BRICHT 
und diefer nimmt folgende Form an: 

(y 4 5x) (26% +a+RyJR— (+ we) 
ſo daß 

aßX + (a-+B3) (a _ 5 


durch y + öx hoch theilbar feyn muß. Bill Beige wird ent⸗ 
on wenn man 


am - HE +04 3 
ſetzt, und daher wird 
— aß x 6x Löxrjtl 
. Der erfte Theil wird alfo ſeyn: 
Zus GR - H&R) + :(@ +2) (y+5%9% S, 


Euler's Integralrechnung. 11. Bd; 33 





_ ati, ds 
— Ti 
oder bündiger audgedrädt:: 
ern EN _ “re HN IV RC.) (etöchmtie) Br) 


—— —— ———— ds 
arm s— — Fr -Irt 


7 





welchem Ausdrucke der andere: 
—S )— (rm, (rd) Tg) „tm etc Tag) 








@+3N 4+39) 64 wrbrtar hen, dS 
+ = 6- F 


gleich werden muß. 
$. 26. Wenn wir num 
AG)=5&(Ax+3Bx+C) ud S=5(Dx+ 3Ex+ F) 
und eben fo 
TÜR +8 +9) m S=sldr+t2tr+E) 
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fegen, fo werden unfere Ausdrüde entwicelt fi auf folgende Art | 


barftellen: 


(@e + Bx-+yy +özy)? SQdylla + Ex + Y7 + 5x) /Pdx 


> 5? Ax?y? 

-- 25?Bxy? 

+5($ßA—yD--5E) x'y 

. + 9#Cy 

+ 5($E— aD) xt 

+ [285B + (y— ad) A 
—YD+:%F]xy 

+ (ayA— 2aöB -- 385C 


+ AxXy? . 
+5@a — BD+ 56) a7 
+ 28° 5x?y 
+ — y* 
46* Cx⸗ 
+ [2758 + @y— «5) 4 
— ED+58] xy 


+ (455 +@7—adE—apd)y 
— Y?E+yöF)y | 

+ (OFF (y—ad) E—ayD)x + (uB4 — 2058 -+ 2yöl 

— RE--B5F)x 


+a@A—2BtEC Hai 2 tyC 


— ayE 4 $yF — 48E + y8, 
woraus ſich nur folgende ſechs Beſtimmungen ergeben: 

A — A 
B4 —P4 
E 

_BE— aD 
=, 

— ayßB—yA— &C 
°= ad — Py 
Co aaöB — ayA — BIC 

— ad — Py 
S-F— yE __ aPyA + 2a95B — SC 

J d (ad — By) 


denn durch dieſe Beſtimmungen wird allen jenen Bedingungen Genuͤge 
geleiſtet. So bleiben alfo ale Größen A, B, C, D, E, F, und 
eben fo a, ß, y, 5 unferer Willkür uberlaſſen, und aus dieſem ergibt 
ſich ferner die Function: 
2X = 8 Dx* 4 26 6E+7,D- — ßA) x° 
+ [®F-+-4yE+ 7? D—285B — (fr -+ 323) A] x 
+ 23(ySF-P?E—ayA— 2aöB) x 
+ X! F— 2ayB + (y—ad)C | 
s. 27. Die Rechnung will ich nicht weiter verfolgen , indem es 
33* 


way Dre HorT rem pure ne 


= — x(2) r ⸗ oz 


“ Tas 
= 2 = ; . (02 =2 7)‘ 
da alſo (3) = (£ ſeyn muß, fo Teuchtet auch ein, daß der 
Ausdruck Rdx + Sdy die Integration geftatten müffe. Allein es 
iſt nicht nöthig, Daß derfelbe ein algebraifches Integrale habe, fondern 
es iſt hinreichend, daß er den Charakter der Sntegrabiieät befigt. 
$. 28. U man 


x 


R= m Seren. 


„+ PIF2 + yay 
fo wird man erhalten: - 
” 2a4.— ayı2y? 
Sara 
ydaxX aXy? (d + ayıy) 
ds @+fıy+ 222] Ta + Bay + ya 
und zugleich iſt ; 


P= 





— 51]7 zum 
xdY __aYs® (d 4 ayı<y) 
dy(=-+- xy + yı?y?) (@e + Bxy + yı2y?)2’ 
fo daß man erhält: 
⸗ (a 46xy 4* —V — —— 
d X 
———VVV000— 4a = = 


* νν— y?) — 2x V (+ 2yxy). 


Dan ſetze: 
xX= Axt + 2Bx + Cr +-2Dxr +-E um eben fo 
Y=ıAyr +2%y? +C”?+2dy +6, — 
und diefe zwey Werthe, welche einander gleich gefegt werden müſſen, 
erfordern, wie man ſieht, daß 
p=0; B=o0; B=0; D=o und D=o 
werde, dann aber werden diefelben feyn: 
L = — 2yCx’y? + 4aAx’y — 4yExy’ + aalıy 
I. = — 2yCx’y! + dalxy? — 4y&x’y + 2alıy, 
woraus fich ergibt: 
a — € 


— E 
GC == 0; ‚= oder AE — 


P 





Es wird alſo ſeyn: 
| x=Ar+or sd Tzap — — — 34, 


und der Gleichung 
dı dy 


Vor ron nen Tanzen 


entfpricht das volftändige Sntegrale: 


Viax + Ca + “+ :V ıy + Cy: — : Am 
== Const. (a + yx?y?). 
SG. 29. Aus diefen Beyfpielen erfennt man leicht, daß beynahe 
eine ganz neue Art Rechnung noch zu wünfchen ſey, durch welche der- 
ley Operationen nach einer beftimmten Ordnung vorgenommen und wei- 
ter ausgedehnt werden können, von welchem Ziele wir übrigens noch 
ſehr weit entfernt find; indeffen feheint das, was ich bisher vorgetra- 





Ich hatte für die Differenzialgleihung 


dıyı Fr HdyYı Fy Hoyds -nxdy=o 
das particuläre Integrale gefunden: 


2 typ LayYyıto=u, . 

und ähnliche unzählige Integralien habe ich auch für ſolche Differen 
zialgleichungen gefunden, welche weder von Logarithmen noch von der 
Quadratur des Kreifes abhängen. Wan betrachte daher diefe Gleichung 
fo, als Fönnte fie nicht durch Logarithmen integrirt werden. Es frage 
ſich alfo Hier zuerft, auf welchem directen Wege dieſes particuläre In 
tegrale aus dem Differenzialausdrude gefolgert werden fönne? ferner, 
wie die Differenzialgleihung befchaffen feyn müffe, damit ſich ein fol« 
ches particuläred Integrale darftellen laſſe? Rüdfichtlich diefer Fragen 
bemerke ich zuerft, daß eine algebraifhe Gleichung das vollftändige 
Integrale der Differenzialgleihung 





dx y _, 
vrtrvar 


ſey, daß dann aber aus derſelben folge 


2 
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x4V m =mayı+y und N 

y+-xsYyı nm —nyı +x%, | 
fo daß fowohl Yı + x? ald. auch Ya + y? durdy x und y in ratios 
naler Form dargeftellt werden kann. Da man nun durd Differens 


ziation erhält: 
ad dy--dxVG+m) 


— und 
ydy ——— tm, 
Vi+yp% 


fo eönimt, Henn man was immer für Vielfache diefer Ausdrüde zu 
der gormel; 
_ dr __dy 

0 


| Vvretven | 

addirt, immer eine Differenzialgleichung zum Xorfchein, welcher eine, 
algebraifche Gleichung, wenigftens ald particuläre Auflöfung, Genüge 
leiftet. Der Differenzialgleihung 

dsHPxdx , dy+Qyay_ Pdy+Qdx+ wirt ganvVir® 
wird alfo immer das particuläre Integrale entfprechen: - 

x? -y? -axyYı Inn, 
Sey nun P x ud 2 , ſo wird der Gleichung 
dxyı Le + dyVYıryp = xdy+ydı+ ads tydpVıte 


4% 


Genüge gefchehen, aus dem Integrale aber wird 
| xdx ydy=— (adytyidVYır nm, 
fo daß man die Differenzialgleichung erhält: 
dxYı tx + dyVıty% Inxdy+nydı= o, 
und dieſer Gleichung fönımt da8 oben angegebene Integrale ald parti⸗ 
culaͤre Auflöfung zu. 


| $. 31. Übertragen wir num diefed auf allgemeinere Faͤlle, und, 
nachdem m man für die Gleichung 


das voting Integrale gefunden bat, welche 6 wir durch W=Const, ® 





G+3® ds 
— —5 A ri 
oder bündiger auögedrädt:- 
er er — sure rn ia) FR) ettturtim Ark) 
* —— s— m+ntatsr tan HERD 48 
2 "dr 


7’ 





welchem — der andere: 
4äö— Hm — — lei r0) 





4 @+!Y) +3») — 648 ———— d® 
5 ad “dy 


gleich werben muß. 
$. 26. Wenn wir nun 
Ac)=&(Ar+43Bı+C) ud S=5(Dxr+ 3Ex + F) 
und eben fo 
T)=H(är+2By + md S=5(dör+2CE7+B) 
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fegen, fo werben unfert Ausdrüde entwickelt fih auf folgende At 


darftellen: 


(ae + Bx+Yy+öxy) SQäylle + Ex + yy +öxy) /Pdx 


-- 5? Ax?y? 
+ 28?Bxy? 
+ 65(ßA—yD-L5E) x'y 
 t+8&Cy% 
+ 5(E— aD) x! 
+ [285B-+ (y— ad) A 
— !D+3F]xy 
+ (ayA— 2a5B-+ 2B5C 


+ 68? Ax?y? 
+5@U — BD +5) xy? 
+ 2° Bxr?y 
+s5GrE&— ad) y | 
+ st6Cx: | 
+ [27,58 + @y— ad) A 
— PD+58] xy 


+ (85 EY—aH)E—aBdD)y 
— YE-+y5F)y | 

+ FF (@y—ad)E—ayD)x + (Ba — 2058 + 2yd€ 

— RE -+-B5F)x 


FeA—sBB+RC Hai-ayitrc 


— ayE + $yF — aßE + 678, 
woraus fich nur folgende ſechs Beftimmungen ergeben: 
A—A 
B— PA — yD ı 
— 28 ‚t;E 
_pBE— aD 
— ö 
_aybB—yA— &C 
= ad — By — 
€ aaöB — ayA — BIC 
m — 
S—-F— yE _apyA + aad3B — Pöc 
° $ lad — By) 


denn durch dieſe Beſtimmungen wird allen jenen Bedingungen Genüge 
geleiftet. &o bleiben alfo alle Größen A, B, C, D, E, F, und 
eben fo a, ß, y, 5 unferer Willfür überlajfen, und aud diefem ergibt. 
fich ferner die Sunction : Ä 
2X = — 26 GE+YD- — BA) x⸗ 
+ [?F-+4yE+ 7? D— 2B85B — (fr -+ 323) A] x? 
+ 2a(ySF-7?E— ayA— 2aöB) x 
+ 7?F— aayB + (fy—a0) C. . 
. 27. Die Rechnung will ich nicht weiter * verfolgen , indent es 
r 33* 


PHuy gryvargse Seswiusgug juwes mmue 
ralltı, x): r=Sll;s ar(g 
. _ (as 
Q=2 (5) ; g=3 n)' 
da alfo n) = (2) ſeyn muß, fo leuchtet aud ein, daß der 
Ausdrud Rdx-+Sdy die Integration geftatten müffe. Allein es 
iſt nicht nöthig, Daß derfelbe ein algebraifches Integrale habe, fondern 
es iſt hinreichend, daß er den Charakter der Integrahilität befigt. 
$. 28. Nimmt man 


R=-— — — 
atfıy + yay: und = FH FM 


fo wird man erhalten: - 
” ae. ayıyı 
Q 





= GH ry + ey und 
P= yax aXy? (B-+ayıy) 





dx (a + psy Frey (+ Bay Hype 
und zugleich iſt: 
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"xdY .ı _ _aYs? (# + ayı<y) 
dyta+PßryHyRP) (a+ xy + yayı)’ 
fo daß man erhält: | 
⸗ (4655 * PY2P=- 
_ (a+xy +38) — ep X @-+ayı)= 


(e +Bxy--yxy?) — ↄ2xV (+ 2yYıXY). 


| * ſetze: | 
xX= Ax! + aBx’ + Cr: + 2Dx -+ E und eben fo 
= At — 2By* +6”? +3dy+E, 
und diefe zwey Werthe, welche einander gleich geſetzt werden müſſen, 
erfordern, wie man ſieht, daß 
p=o; B=o; B=0; D=o und dD= 


P = 





er 
— 





werde, dann aber werden diefelben feyn: 
L = — 2yCxy? + 4aAx’y — 4yExıy’ —+ aalıy 
I. = — 2yC&x’y! + daAxy? — 4y&x’y + 2alıy, 
woraus fich ergibt: 
„a —deäeae _-E | — 
C 0; ı On oder AE = 
Es wird alfo feyn: 
| XS Aun 4 Cx ,% —E — — A, 


und der Oleichuns 
dy — 0 


— Ar Henn Varter-ia 


entfpricht das voßfländige Sutegrale: 


V ax + Cx +; “+ «UV ıy + Cy? — - Am 
| = Const. (a + yx?y?2). 
§. 29. Aus diefen Beyſpielen erkennt man leicht, daß beynahe 
eine ganz neue Art Rechnung noch zu wünfchen ſey, durch welche der- 
ley Operationen nad) einer beftimmten Ordnung vorgenommen und Weis 
ter ausgedehnt werden fönnen, von welchem Ziele wir übrigens noch 
ſehr weit entfernt find; indeflen ſcheint das, was ich biöher vorgetra- 





